
Шуменски Университет "Епископ Константин Преславски" 

Факултет по математика и информатика 

Катедра „Икономика и математическо моделиране“ 

 

 

Нели Любчева Неделчева-Баева 
 
 

СТАБИЛИЗИРАЩИ РЕШЕНИЯ ЗА ОБОБЩЕНИ 

РИКАТИЕВИ УРАВНЕНИЯ 
 
 

АВТОРЕФЕРАТ 
 

на дисертационен труд 
 

за присъждане на образователна и научна степен "Доктор" 

в докторска програма Изчислителна математика, 

професионално направление 4.5 Математика,  

област на висше образование  

4. Природни науки, математика и информатика 

 

 

 

 

 
Научен ръководител: 

 

Проф. д.м.н. Иван Ганчев Иванов 

 

 

 

 

Шумен 
 

2019 



2 

 

Дисертационният труд се състои от 137 страници. 

Основен текст – 124 стр. 

Брой на литературните източници – 68. 

Брой на таблиците – 27. 

Дисертационния труд е обсъден и насочен за защита от разширен 

съвет на катедра „Икономика и математическо моделиране“ на 

Шуменски университет „Епископ Константин Преславски“ от 

24.09.2019г.  

Защитата на дисертационния труд ще се състои на 28.11.2019г от 

……… в зала ……… на Шуменския университет на открито заседание 

на научно жури. 

Материалите за защитата са на разположение на интересуващите 

се в библиотеката на Шуменския университет. 

Автор: Нели Любчева Неделчева-Баева 

Заглавие: Стабилизиращи решения за обобщени Рикатиеви 

уравнения 

Тираж: 15 броя 

Излиза от печат на 30.09.2019г. 

Университетско издателство „Епископ Константин Преславски“ 

Шумен, 2019 г. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

1. Увод 

Създаването на математически модели на различни общества 

дава възможност за изучаване на взаимоотношенията в тях с помощта 

на математически методи при използване на съвременни компютри. 

Анализът на тези модели е предмет на математическата дисциплина 

теория на игрите. Всеки модел се нарича игра, а членовете на 

обществото – играчи. Изследва се равновесието на силите в играта с цел 

установяване кога може да се получи устойчива норма на поведение, 

т.е. да се установи един набор от принципи, които всички членове на 

обществото се стремят да спазват при изграждане на 

взаимоотношенията си. Придържането към нормата на поведение 

определя рационалното поведение в играта. Нормата на поведение 

трябва да притежава и вътрешна устойчивост, т.е. отклонението от 

нормата на поведение не може да облагодетелства обществото [4]. 

Актуалност и мотивировка на изследваната тема 

Проблемът да се намери стабилизиращо неотрицателно 

решение на уравнението на Рикати е важен проблем с много 

практически приложения. Това изследване е мотивирано от статиите на 

Jank и Kremer [23] и на Azevedo-Perdicoulis и Jank [59], където е 

изследван проблемът за намиране на детерминирано равновесие на Nash 

за двама играчи в линейно-квадратична диференциална игра с безкраен 

хоризонт.  

Подобряване на итерационни методи с параметри са изследвали 

Ma и Lu в [17]. 

Цели и изследователски задачи 

Целите, които си поставяме в настоящата дисертация са: 

1. Да се предложат подобрения на съществуващи и на нови 

итерационни методи при използването им за търсене на стабилизиращо 

решение на матрично уравнение на Рикати, получено от положителна 

система при линейно-квадратична диференциална игра с двама играчи. 

2. Да се предложат обобщения на разглежданите методи за 

решаване на Рикатиеви уравнения за повече играчи. 

3. Да се изследват теоретичните свойства на предложените 

итерационни методи. 

4. Да се проведат числени експерименти с предложените 

итерационни методи, като се направят сравнения със съществуващи 

такива за съответните задачи. Да се направят изводи по отношение на 

ефективността (точност и бързина) на предложените методи. 

Постигането на тези цели преминава през няколко 

изследователски етапа. 
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Първият етап е изследване на проблеми за търсене на 

стабилизиращо решение на алгебрично Рикатиево уравнение и се 

състои в разглеждане на известния метод на Нютон от [23], предлагане 

на модифицирани методи за решаване на линейни и нелинейни 

матрични уравнения и да се анализират техните особености, проверка 

дали предлаганите модификации изпълняват достатъчни условия за 

сходимост и провеждането на числени експерименти. Първият етап е 

реализиран във всяка от главите на ДТ. 

Вторият етап е предлагане на подобрения в метода на Нютон и 

модифицираните итерационни методи, които да водят до по-бързо 

достигане до решение на матрично уравнение. Изследването на този 

етап включва параметризация на итерационни методи, доказване на 

достатъчни условия за сходимост на предложените методи, разглеждане 

на примери за анализ на качествата на методите за решаване на 

матрични уравнения. Вторият етап е реализиран във втора и трета глава 

на ДТ. 

Третия етап е изследване на проблеми за търсене на 

стабилизиращо решение на обобщено Рикатиево уравнение. 

Изследването на този етап преминава през няколко изследователски 

задачи: извеждане на обобщени итерационни методи, доказване на 

достатъчни условия за сходимост на методите, сравняване на 

итерационни методи за намиране на решение чрез провеждане на 

числени експерименти. Третият етап е реализиран в трета глава на ДТ. 

2. Структура и съдържание на дисертацията 

Дисертацията се състои от увод, три глави и завършва с 

основни приноси, списък с публикации, изнесени доклади на 

конференции и списък на цитираната литература. Номерацията на 

твърденията, формулите и таблиците е двойна, включваща номера на 

главата и поредния номер на твърдението, формулата и таблицата в 

главата на дисертационния труд. 

За краткост списъкът на цитираната литература не е включен в 

автореферата, като номерата при цитиране на литературата в 

автореферата съвпадат със списъка, включен в дисертационния труд. В 

текста на Автореферата сме използвали съкращението ДТ за 

дисертационен труд. 

2.1. Първа глава. Методи за търсене на равновесие по Наш в 

линейноквадратични игри за положителни системи  

В тази глава ние разглеждаме методи за търсене на равновесие 

на Наш в линейноквадратични диференциални игри с двама играчи за 

положителни линейни системи с информационна структура с отворен 
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цикъл. В терминология на теория на игрите, „отворен цикъл“ стратегия 

означава, че играчите могат да избират своите стратегии 𝑢1 и 𝑢2 преди 

началото на играта и единствената им информация за състоянието на 

играта е първоначалното състояние 𝑥0.  

Системи от вида   

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵1𝑢1 + 𝐵2𝑢2,   𝑥(0) = 𝑥0, 

се наричат положителни, ако за всички неотрицателни начални 

състояния 𝑥0 и неотрицателни функции на управление 𝑢1 и 𝑢2, то 

векторът на състоянието 𝑥(𝑡) е неотрицателен във всеки един момент. 

За управление на положителни системи от горния вид е необходимо да 

се реши матричното Рикатиево уравнение от вида [23]:     

      0 = −(𝐴
𝑇 0
0 𝐴𝑇

) (
𝑋1
𝑋2
) − (

𝑋1
𝑋2
)𝐴 − (

𝑄1
𝑄2
) + (

𝑋1
𝑋2
) (𝑆1 𝑆2) (

𝑋1
𝑋2
),       (1.1) 

където (−𝐴) е 𝑛 х 𝑛   𝑍-матрица, 𝑆𝑗 = 𝐵𝑗𝑅𝑗𝑗
−1𝐵𝑗

𝑇  (𝑆𝑗 = 𝑆𝑗
𝑇)  е 

неположителна матрица за 𝑗 = 1,2, 𝑄𝑗  – симетрична квадратна 

неотрицателна матрица с размерност 𝑛, 𝑅𝑗𝑗 – симетрична квадратна 

отрицателно определена матрица от съответна размерност и 𝑅𝑗𝑗
−1 – 

отрицателна матрица, 𝐵𝑗  – неотрицателна матрица с размерност  𝑛 x 𝑚𝑗, 

за 𝑗 = 1,2, а 𝑋1 и  𝑋2 са неизвестните матрици.   

Тук използваме подход представен от D. Kremer, който 

облекчава условията като не се изисква положителна определеност за 

матричните коефициенти. Теорема 4 [23] ни дава тези условия: 

Играта на Наш с отворен цикъл с устойчива матрица А има 

единствено равновесие на Наш, ако са изпълнени следните условия: 

1. 𝑅𝑖𝑖 са отрицателно определени за 𝑖 = 1, 2. 

2. Алгебричното уравнение (1.1) на Наш Рикати с отворен 

цикъл има (уникално) ляво-дясно стабилизиращо решение (
𝐾1
𝐾2
), т.е. и 

двете матрици 𝐴 − 𝑆1𝐾1 − 𝑆2𝐾2 и (
𝐴𝑇 − 𝐾1𝑆1 −𝐾1𝑆2
−𝑆1𝐾2 𝐴𝑇 − 𝐾2𝑆2

) са устойчиви.  

В този случай равновесната стратегия на Наш (𝑢1
∗;  𝑢2

∗) 
може да се даде като 𝑢𝑖

∗ = −𝑅𝑖𝑖
−1𝐵𝑖

𝑇𝐾𝑖𝑥
∗,  𝑖 = 1, 2, където  𝑥∗ е решение 

на затворената система  𝑥̇ = (𝐴 − 𝑆1𝐾1 − 𝑆2𝐾2)𝑥,   𝑥(0) = 𝑥0. 

В §1.1 разглеждаме метод на Нютон за решаване на 

уравнението (1.1), който е изследван и представен от Jank и Kremer в 

[23]  чрез итерационна формула (8):  

         −𝐾𝑖+1(𝐴 − 𝑆𝐾𝑖) − (𝐷 − 𝐾𝑖𝑆)𝐾𝑖+1 = 𝑄 + 𝐾𝑖𝑆𝐾𝑖  ,   𝑖 = 0,1,2…,     (1.2) 

където 𝐷 = (𝐴
𝑇 0
0 𝐴𝑇

),  𝑄 = (
𝑄1
𝑄2
),  𝑆 = (𝑆1 𝑆2). Въведен е разходен 

функционал: 
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                 𝐽𝑖(𝑢1, 𝑢2) = ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑖𝑥 + ∑ 𝑢𝑗
𝑇2

𝑗=1 𝑅𝑖𝑗𝑢𝑗) 𝑑𝑡
∞

0
, за 𝑖 = 1,2,          (1.3) 

който се минимизира, а входната функция 𝑢𝑖 е стратегията на 𝑖-тия 

играч. Равновесие на Наш имаме, когато за партията (𝑢1
∗, 𝑢2

∗) е 

изпълнено   𝐽1(𝑢1
∗, 𝑢2

∗) ≥ 𝐽1(𝑢1, 𝑢2
∗),   𝐽2(𝑢1

∗, 𝑢2
∗) ≥ 𝐽2(𝑢1

∗ , 𝑢2). 
Партията на равновесие (𝑢1

∗, 𝑢2
∗) се нарича равновесна точка. 

Използвана е матричната функция  

𝑅(𝑋) = −(𝐴
𝑇 0
0 𝐴𝑇

) 𝑋 − 𝑋𝐴 − (
𝑄1
𝑄2
) + 𝑋(𝑆1 𝑆2)𝑋, 

където  𝑋 = (
𝑋1
𝑋2
)  е  2𝑛 х 𝑛  матрица. 

В §1.2 е предложен нов итерационен метод, който е 

модификация на метода на Нютон (1.2). Изведени са следните 

итерационни формули: 

               −(𝐴𝑇 − 𝑋1
(𝑖)
 𝑆1)  𝑋1

(𝑖+1)
− 𝑋1

(𝑖+1)
(𝐴 − 𝑆2𝑋2

(𝑖)
) − 𝑄1  = 0,        (1.7) 

               −(𝐴𝑇 − 𝑋2
(𝑖)
 𝑆2) 𝑋2

(𝑖+1)
− 𝑋2

(𝑖+1)
(𝐴 − 𝑆1 𝑋1

(𝑖)
) − 𝑄2  = 0.        (1.8)  

Формулите (1.7)-(1.8) задават метод, който наричаме 

итерационен метод на Силвестър. Характерното за него е, че на всяка 

стъпка се решават две линейни матрични уравнения от типа „уравнения 

на Силвестър“. 

Използвани са матричните функции 

𝑃1(𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) ≔ −(𝐴𝑇 − 𝑋1

(0)
 𝑆1)  𝑋1

(0)
− 𝑋1

(0)
(𝐴 − 𝑆2𝑋2

(0)
) − 𝑄1, 

𝑃2(𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) ≔ −(𝐴𝑇 − 𝑋2

(0)
 𝑆2)  𝑋2

(0)
− 𝑋2

(0)
(𝐴 − 𝑆1𝑋1

(0)
) − 𝑄2. 

В следващата теорема, доказана в нашата публикация [6], са 

изведени някои свойства на итерационния процес на Силвестър (1.7)-

(1.8) за решаване на Рикатиевото уравнение (1.1).  

Теорема 1.5. [6] Нека съществуват две неотрицателни матрици  

𝑿̂ и 𝑿(0), за които 0 ≤ 𝑿(0) ≤ 𝑿̂, 𝑃(𝑿(0)) ≤ 0   и 𝑃(𝑿̂) ≥ 0. Началната 

матрица 𝑿(0) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) избираме, така че (−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑗

(0)
𝑆𝑗)) за 

𝑗 = 1,2 са M-матрици. Тогава матричните редици  { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
}𝑖=0
∞ , 

дефинирани чрез (1.7)-(1.8), притежават следните свойства:  

(i)    𝑿(𝑖+1) ≥ 𝑿(𝑖),  i=0,1,2,… ;  

(ii)   𝑿(𝑖+1)  ≤ 𝑿̂  за   i=0,1,2,… ; 

(iii) (−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑗
(𝑖+1)

𝑆𝑗)) за 𝑗 = 1,2 са M-матрици за   i=0,1,2,...; 

(iv) Матричните редици {𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
}𝑖=0
∞  са сходящи към 

неотрицателно решение  𝑿̃ = (𝑋̃1, 𝑋̃2)  на уравнението (1.1), за което 

𝑿̃ ≤ 𝑿̂. 

Доказателството на теоремата може да се види на стр.16 от ДТ. 
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Следствието от теоремата ни дава условието за стабилност на 

решението на Рикатиевото уравнение (1.1). 

Следствие 1.6. Съгласно предположенията на Теорема 1.5. и 

допълнителното условие, че −𝐴 + 𝑆𝑋̂ и −𝐷 + 𝑋̂𝑆 са М-матрици, 

редицата на Нютон е сходяща към ляво-дясно стабилизиращо решение 

𝑋̃ на уравнението на Рикати (1.1).  

Доказателството на следствието може да се види на стр.25 от 

ДТ. 

В параграф §1.4 е представен нов итерационен метод за 

решаване на матричното Рикатиево уравнение (1.1). Изведени са 

следните итерационни формули: 

−(𝐴𝑇 − 𝑋1
(𝑖)
 𝑆1) 𝑋1

(𝑖+1)
− 𝑋1

(𝑖+1)
(𝐴 − 𝑆1 𝑋1

(𝑖)
− 𝑆2𝑋2

(𝑖)
) = 𝑄1 + 𝑋1

(𝑖)
𝑆1𝑋1

(𝑖)
   (1.18) 

−(𝐴𝑇 − 𝑋2
(𝑖)
 𝑆2) 𝑋2

(𝑖+1)
− 𝑋2

(𝑖+1)
(𝐴 − 𝑆1 𝑋1

(𝑖)
− 𝑆2𝑋2

(𝑖)
) = 𝑄2 + 𝑋2

(𝑖)
𝑆2𝑋2

(𝑖)
.  (1.19) 

Формулите (1.18)-(1.19) задават итерационен процес, който 

наричаме итерационен метод на Силвестър II (метод на Силвестър I е 

разгледан в [6]). Характерното за него е, че на всяка стъпка се решават 

две линейни матрични уравнения от типа „уравнения на Силвестър“. 

За изучаване на свойствата на метода (1.18)-(1.19) са въведени 

следните две матрични функции, които използваме:   

𝑃1(𝑋1, 𝑋2) ≔ −(𝐴𝑇 − 𝑋1 𝑆1)  𝑋1 − 𝑋1(𝐴 − 𝑆1 𝑋1 – 𝑆2 𝑋2) − 𝑄1 − 𝑋1 𝑆1𝑋1     (1.20)  

𝑃2(𝑋1, 𝑋2) ≔ −(𝐴𝑇 − 𝑋2 𝑆2) 𝑋2 − 𝑋2(𝐴 − 𝑆1 𝑋1 – 𝑆2 𝑋2) − 𝑄2 − 𝑋2 𝑆2𝑋2.  

Достатъчни условия за сходимост на метода ни дава следната 

теорема, доказана в наша публикация [50]: 

Теорема 1.8. [50] Нека  да  предположим  съществуването  на  

две  неотрицателни матрици 𝑿̂ и 𝑿(0), за които 0 ≤ 𝑿(0) ≤ 𝑿̂,  

𝑃1(𝑋1
(0), 𝑋2

(0)) ≤ 0 , 𝑃2(𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) ≤ 0  и  𝑃1(𝑋̂1, 𝑋̂2) ≥ 0, 𝑃2(𝑋̂1, 𝑋̂2) ≥ 0. 

Началната матрица 𝑿(0) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) избираме, така че (−(𝐴𝑇 −

𝑋𝑗
(0)
𝑆𝑗)) за 𝑗 = 1,2 и (−(𝐴𝑇 − 𝑋1

(0)
𝑆1 − 𝑋2

(0)
𝑆2)) са M-матрици. Тогава 

матричните редици  { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
}𝑖=0
∞ , дефинирани чрез (1.18)-(1.19), 

притежават следните свойства:  

(i)    𝑿(𝑖+1) ≥ 𝑿(𝑖),  i=0,1,2,… ;  

(ii)   𝑿(𝑖+1)  ≤ 𝑿̂  за   i=0,1,2,… ; 

(iii) (−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑗
(𝑖+1)

𝑆𝑗)) за 𝑗 = 1,2 и (−(𝐴𝑇 − 𝑋1
(𝑖+1)

𝑆1 −

𝑋2
(𝑖+1)

𝑆2)) са M-матрици  за   i=0,1,2,… ; 

(iv) Матричните редици { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
}𝑖=0
∞  са сходящи към 

неотрицателно решение  𝑿̃ = (𝑋̃1, 𝑋̃2) на уравнението (1.1), за което 

𝑿̃ ≤ 𝑿̂. 
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Доказателството на теоремата може да се види на стр.30 от ДТ. 

С ускорените варианти на методите на Силвестър I и на 

Силвестър II сме направили серия от експерименти, част от които 

описваме в §1.3 и §1.5 на ДТ. 

Пример 1.1. За намиране на решението ще използваме 

описаните итерационни алгоритми – първи метод (метод на Нютон) и 

втори метод (итерационен метод на Силвестър).  Матричните 

коефициенти формираме с функцията за случайни числа на програмния 

език MatLab (R2009b) 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 и след това със съответните методи 

намираме решението на уравнението (1.1). Фиксираме размерността на 

𝑛 и за всяка стойност на 𝑛 сто пъти, а след това и хиляда пъти, ще 

формираме матричните коефициенти и ще търсим решението с всеки от 

описаните методи. Като резултат от експериментите за всяка стойност 

на 𝑛 и всеки метод ще отбележим следните параметри: "Max It" – най-

големият брой итерации от сто/хиляда повторения и  "Av It" – средният 

брой итерации. Матричните коефициенти формираме по следния начин: 
𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/100  

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1))/2; 

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/3;  

𝑄1 = 𝑄2 =

(

 
 

𝑛 0
0 0

⋯
…

0 0
0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0
0 0

⋯
…

0 0
0 1)

 
 

, 𝑄1, 𝑄2 са 𝑛 х 𝑛  матрици, 

𝑅11 = −1, 𝑅22 =

(

 
 

−40 0
0 1

⋯
…

0 0
0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0
0 0

⋯
…

1 0
0 −40)

 
 

, 𝑅22  е  𝑛 х 𝑛  матрица.  

При метода на Нютон аритметичните операции на една 

итерация са три събирания, пет изваждания, осем умножения и веднъж 

използване на функция 𝑙𝑦𝑎𝑝 на MatLab за намиране решение на 

линейно матрично уравнение от типа „уравнение на Силвестър“, а при 

итерационния метод на Силвестър – четиринадесет изваждания, 

дванадесет умножения и два пъти използване на функция 𝑙𝑦𝑎𝑝.  

При реализацията на метода на Нютон се използват  26𝑛2 + 𝑛 +
1 брой клетки от паметта на компютъра, а при метода на Силвестър - 

17𝑛2 + 𝑛 + 1  брой клетки.  

За провеждане на експеримента променяме размерността 𝑛: 

𝑛=4, 5, 6, 7 и 8. За всяка стойност на 𝑛 провеждаме 100 повторения и 

1000 повторения. Резултатите от тези две повторения са описани в 

следващите две таблици.  
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Таблица 1.1. Резултати при проведени 100 повторения 

 Метод на Нютон (1.2) 
Итерационен метод на 

Силвестър (1.7)-(1.8) 

n Max It Av It Max It Av It 

4 4 3,070 12 5,300 

5 4 3,100 12 5,630 

6 4 3,160 14 6,030 

7 6 3,310 55 7,140 

8 4 3,220 15 6,620 

Таблица 1.2. Резултати при проведени 1000 повторения 

 Метод на Нютон (1.2) 
Итерационен метод на 

Силвестър (1.7)-(1.8) 

n Max It Av It Max It Av It 

4 4 3,101 15 5,557 

5 4 3,155 13 5,796 

6 5 3,194 20 6,099 

7 6 3,245 34 6,428 

8 5 3,291 23 6,767 

От резултатите можем да направим следните изводи:  

При метода на Нютон се решава линейно матрично уравнение 

на Силвестър, но участващите матрици са с по-голяма размерност. 

Итерационният метод на Силвестър има две предимства. Първо, 

използва по-малко памет, и второ, като използваме формула (1.7) и 

намираме 𝑋1
(𝑖+1)

, след това същото това  𝑋1
(𝑖+1)

 заместваме в (1.8) и 

вместо (1.8) решаваме следното уравнение 

−(𝐴𝑇 − 𝑋2
(𝑖) 𝑆2) 𝑋2

(𝑖+1) − 𝑋2
(𝑖+1)(𝐴 − 𝑆1 𝑋1

(𝑖+1)) − 𝑄2  = 0, 

което води до ускорение в итерационния метод на Силвестър.  

Пример 1.2. С цел сравняване на изчислителните качества 

на предложените итерационни формули (1.18)-(1.19) сме направили 

числени експерименти за търсене на неотрицателно решение на 

уравнението (1.1). В експериментите участват метода на Нютон, 

представен в [23] с итерационна формула (1.2), ускорен метод на 

Силвестър I, изследван в [6] и дефиниран чрез итерационните формули 

(1.7)-(1.8). В уравнението (1.8) използваме вече пресметнатото 𝑋1
(𝑖+1)

, за 

да се пресметне  𝑋2
(𝑖+1)

. И третият метод, участващ в експеримента е 

метод на Силвестър II, представен чрез формули (1.18)-(1.19). За 

експериментите използваме ускорен метод на Силвестър II. 

При метода на Нютон аритметичните операции на една 

итерация са три събирания, пет изваждания, осем умножения и веднъж 
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използване на функция 𝑙𝑦𝑎𝑝 на MatLab за намиране решение на 

линейно матрично уравнение от типа „уравнение на Силвестър“, при 

итерационния метод на Силвестър I – четиринадесет изваждания, 

дванадесет умножения и два пъти използване на функция 𝑙𝑦𝑎𝑝, а при 

итерационния метод на Силвестър II – две събирания, осемнадесет 

изваждания, двадесет и четири  умножения и два пъти използване на 

функция 𝑙𝑦𝑎𝑝. 

При реализацията на метода на Нютон се използват  26𝑛2 + 𝑛 +
1  брой клетки от паметта на компютъра, а при метода на Силвестър I и 

при метода на Силвестър II, съответно 15𝑛2 + 𝑛 + 1 и 17𝑛2 + 𝑛 + 1  

брой клетки. 

Формираме матричните коефициенти на уравнението (1.1) 

както в Пример 1. и след това с трите метода намираме решението.  

При фиксирано  𝑛 = 6 за формирани едни и същи матрични 

коефициенти, търсим решението с всеки от описаните методи при 

проведени 1000 повторения, като матриците 𝐴 и В1 са съответно: 









































058250313001340003000035000830

003600677500990012400140001540

006600079006125003700108002540

015100003000060058350140000260

008100100001540010300761501950

013600027000040014100028007715

......

......

......

......

......

......

A

 

и  





























0

0

0

0

0

2050.0

1B

. 

Останалите матрични коефициенти 𝐵2, 𝑄1, 𝑄2, 𝑅11 и 𝑅22 са 

както сме ги дефинирали по-горе. Пресмятаме с точност epsilon=10e-11. 

Таблица 1.3. Резултат при проведени 1000 повторения 
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 Метод на Нютон (1.2) 

Итерационен метод 

на Силвестър I 

ускорен (1.7)-(1.8) 

Итерационен метод на 

Силвестър II ускорен 

(1.18)-(1.19) 

n 
Max 

It 

Av 

It 

CPU 

time 

Max 

It 

Av 

It 

CPU 

time 

Max 

It 

Av 

It 

CPU 

time 

6 3 3 1,767 5 5 4,402 3 3 2,868 

6 3 3 2,813 5 5 3,096 3 3 1,700 

6 3 3 1,800 5 5 4,154 3 3 2,906 

6 3 3 1,838 5 5 4,403 3 3 2,855 

При второто пускане времето за работа на метода на Силвестър 

II ускорен е по-малко от времето за работа на метода на Нютон. 

Пример 1.3. За формирани 1000 различни матрични 

коефициенти, търсим решението с всеки от трите метода. За провеждане 

на експеримента променяме размерността 𝑛: 𝑛=4, 5, 6, 7 и 8. 

Експериментите, проведени с трите метода едновременно, са описани в 

таблица 1.6 на стр.45 от ДТ. 

Резултатите показват, че методът на Нютон остава най-бърз. В 

същото време ускореният метод на Силвестър II изпълнява итерации 

колкото метода на Нютон и по време се доближава до метода на Нютон.  

Пример 1.4. Формираме матричните коефициенти по следния 

начин: 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠 (𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 (𝑛)) /100; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 4.5; 

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑎𝑏𝑠 (𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 (𝑛, 1)) /3; 

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝐵2(1,1) = 𝑛/3;  𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/3;  
𝑄1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1; 𝑄2 = 𝑄1;  
𝑅11 = −1; 𝑅22 = −𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −40;  𝑅22(𝑛, 𝑛) = −40. 

За провеждане на експеримента променяме размерността 𝑛: 

𝑛=12, 13, 14 и 15. Вземаме 𝑋1
(0) = 𝑋2

(0) = 0 и тогава 𝑅𝑖(𝑋
(0)) = −𝑄𝑖 ≤ 0, 

за 𝑖 =1,2. Условията на Теорема 1.8 са изпълнени, т.е. 𝑿(0) ≤ 𝑿̂, 

𝑅𝑖(𝑋
(0)) ≤ 0 и 𝑅𝑖(𝑿̂) ≥ 0, за 𝑖 = 1,2. Изчисленото решение 𝑿̃ 

удовлетворява неравенството 𝑿̃ ≤ 𝑿̂. 
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При n = 15 методът на Нютон прави средно по 4,4 итерации за 

всичките 100 повторения, докато намери стабилизиращото 

неотрицателно решение 𝑿̃𝑁, в същото време ускореният итерационен 

метод на Силвестър II прави средно по 5,5 итерации, за да намери 

стабилизиращото неотрицателно решение 𝑿̃𝑆. Процесорното време е 

0,34s при метода на Нютон и съответно 0,68s при ускорения 

итерационен метод на Силвестър II за 100 повторения. Експериментите, 

проведени с методите на Нютон и Силвестър II ускорен, са описани в 

таблица 1.7 на стр. 46 от ДТ. 

Изводи: 

Методът на Нютон (1.2) запазва предимствата си в Пример 1.4. 

Работи по-бързо и изпълнява по-малък среден брой итерации. 

Ускореният метод на Силвестър II прави по-голям среден брой 

итерации и затова е по-бавен от метода на Нютон. Методът на Нютон 

използва блочни матрични коефициенти, докато методът на Силвестър 

се прилага към двете матрични уравнения на Силвестър с неблочни 

матрични коефициенти. 

Пример 1.5. Формираме матричните коефициенти по следния 

начин: 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠 (𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 (𝑛)) ∗ 10;  𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1);𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 )/5; 𝐵1(𝑛) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 )/5;  

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑛); 
𝑄1 = 0,25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1, 𝑛) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 1) = 𝑛;  
𝑄2 = 0,05 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
for  𝑖 = 1: 𝑛 − 1,  𝑄2(𝑖, 𝑖 + 1) = 0,1; 𝑄2(𝑖 + 1, 𝑖) = 0,1;  end 
𝑅11 = −0,25; 𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛) . 
Таблица 1.8. Резултати при проведени 150 повторения 

 Метод на Нютон (1.2) 

Итерационен метод на 

Силвестър II ускорен (1.18)-

(1.19) 

n 
Av 

It 
CPU Error 

Av 

It 
CPU Error 

80 2 5.4s 𝟎. 𝟎𝟎𝟐 × 𝟏𝟎−𝟕 2 5.9s 0.2156 × 10−7 

100 2 9.027s 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟕 × 𝟏𝟎−𝟕 2 9.069s 0.202 × 10−7 

120 2 14.269s 𝟎. 𝟎𝟎𝟐 × 𝟏𝟎−𝟕 2 13.593s 0.2107 × 10−7 
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Вземаме 𝑋1
(0) = 𝑋2

(0) = 0. Пример 1.5 е изпълнен за различни 

стойности на 𝑛 = 80, 100, 120, по 150 пъти за всяка стойност на 𝑛. 

Методът на Нютон (1.2) постига по-голяма точност от метода на 

Силвестър II (1.18)-(1.19).  

Изводи: 

Изследван е проблемът за търсене на стабилизиращо решение 

на алгебрично Рикатиево уравнение като е разгледан известния метод на 

Нютон от [23], предложени са модифицирани методи за решаване на 

линейни и нелинейни матрични уравнения и са анализирани техните 

особености.  

При метода на Нютон се решава линейно матрично уравнение 

на Силвестър, но участващите матрици са с по-голяма размерност. 

Итерационният метод на Силвестър II има няколко предимства. Първо, 

използва по-малко памет от метода на Нютон, второ, като използваме 

формула (1.18) и намираме 𝑋1
(𝑖+1)

, а след това 𝑋2
(𝑖+1)

 намираме по 

формулата (1.19) 

−(𝐴𝑇 − 𝑋2
(𝑖)𝑆2) 𝑋2

(𝑖+1) − 𝑋2
(𝑖+1)(𝐴 − 𝑆1 𝑋1

(𝑖+1) − 𝑆2𝑋2
(𝑖)) = 𝑄2 + 𝑋2

(𝑖)𝑆2𝑋2
(𝑖)

, 

което води до ускорение в итерационния метод на Силвестър II. Трето, 

съществуват примери, за които методът на Силвестър II ускорен е по-

бърз от метода на Нютон. 

 Проведените експерименти показват, че предложените от нас 

методи на Силвестър I и Силвестър II нямат превес над метода на 

Нютон и не са достатъчно ефективни. Затова продължаваме да търсим 

други модификации, с които да постигнем по-голяма ефективност. 

Основни приноси в първа глава: 

1. Предложен е итерационен метод на Силвестър I за двама 

играчи за положителни линейни системи, изведени са итерационни 

формули. 

2. Изследван е, формулирана е и е доказана теорема за 

сходимост на метода.  

3. Предложен е итерационен метод на Силвестър II за двама 

играчи за положителни линейни системи, изведени са итерационни 

формули. 

4. Формулирана е и е доказана теорема за сходимост на метода.  

Публикациите по първа глава от ДТ са: 

[6] Иванов, И., Н. Баева, Итерационен метод на Силвестър на 

решение на Рикатиево уравнение, Сборник научни трудове МАТТЕХ 

2014, том 1, 98-105, Шумен, 2014. 
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[50] Baeva, N., The Nash equilibrium in open loop linear quadratic 

games for positive systems, Mathematics and its Applications / Annals of 

AOSR, Vol. 9, 1, 17-27, 2017. 

2.2. Втора глава. Подобрени итерационни методи за 

пресмятане на равновесие на Наш при положителни линейни 

системи 

В §2.1 са разгледани итерационни методи за решаване на 

несиметрично алгебрично Рикатиево уравнение (NARE), които Ma и Lu 

използват и изследват в [17]. Това са итерационен метод на Нютон, 

модифициран итерационен метод на Нютон и линеаризиран метод на 

Нютон. Част от експериментите им могат да се видят на стр. 54 от ДТ. 

Ма и Lu [17] разглеждат несиметричното алгебрично Рикатиево 

уравнение (NARE)  

                   𝑅(𝑋)  =  𝑋𝐶𝑋 − 𝑋𝐷 − 𝐴𝑋 + 𝐵 = 0,                        (2.1) 

чиито четири матрични коефициента 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 са реални матрици с 

размерности съответно 𝑚 ×𝑚,  𝑚 × 𝑛,  𝑛 × 𝑚 и 𝑛 × 𝑛 и образуват 𝑀-

матрица  

                      𝐾 = (
𝐷 −𝐶
−𝐵 𝐴

).                                     (2.2) 

Когато 𝐾 е 𝑀-матрица, за уравнението на Рикати е известно, че 

има минимално неотрицателно решение [19]. Представят нови числени 

методи, които могат да се приложат директно в случая, когато 𝐾 е 𝑀-

матрица. Освен това показват, че линеаризираният итерационен метод 

също е осъществим. Числените експерименти показват, че разгледаните 

итерационни методи са приложими и ефективни за решаване на 

несиметричното алгебрично уравнение на Рикати. 

Известно е, че уравнение (2.1) винаги има минимално 

неотрицателно решение, ако 𝐾 е неособена M-матрица или неприводима 

особена M-матрица [18]. 

Изводи: 

Ма и Lu [17] доказват, че модифицирания итерационен метод 

на Нютон и линеаризирания итерационен метод за намиране на 

минималното неотрицателно решение на уравнението (2.1) в случая, 

когато K е регулярна M-матрица. Когато K е неособена M-матрица, 

числените експерименти също показват, че предложените методи могат 

да бъдат толкова ефикасни, колкото и итерационния метод на Нютон. 

Повече числени методи могат да бъдат разширени, за да бъде K 

регулярна M-матрица при някои техники.  

В §2.2. се търси равновесие по Наш в линейноквадратични 

диференциални игри с двама играчи за положителни линейни системи с 

информационна структура с отворен цикъл. В този параграф са 
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направени подобрения на итерационния метод на Нютон и на 

итерационния метод на Силвестър II за двама играчи с въвеждане на 

параметри на база на новите идеи на Ma и Lu изследвани в [17]. Така 

дефинираните методи са изследвани за сходимост и са сравнени 

помежду си и с линеаризиран метод на Нютон, използван в [17]. 

В §2.2.1 е предложен метод на Нютон с параметри. Използвана 

е итерационна формула (1.2), записана е по следния начин 

  −𝐾(𝑖+1)(𝐴 − 𝑆𝐾(𝑖)) − (𝐷 − 𝐾(𝑖)𝑆)𝐾(𝑖+1) = 𝑄 + 𝐾(𝑖)𝑆𝐾(𝑖),    𝑖 = 0,1,2… 

където 𝐷 = (𝐴
𝑇 0
0 𝐴𝑇

),  𝑄 = (
𝑄1
𝑄2
),  𝑆 = (𝑆1 𝑆2)  и  𝐾 = (

𝐾1
𝐾2
), и е 

подобрена с помощта на параметрите 𝛼 и 𝛽 като е приложена идеята на 

Ma и Lu [17], презаписана е формула (2.6) за нашите цели 

                   
𝐾(𝑖+1)(𝛽𝐼𝑛 + 𝐴 − 𝑆𝐾

(𝑖)) + (𝛼𝐼2𝑛 + 𝐷 − 𝐾
(𝑖)𝑆)𝐾(𝑖+1)

= −𝑄 − 𝐾(𝑖)𝑆𝐾(𝑖) + (𝛼 + 𝛽)𝐾(𝑖),   𝑖 = 0,1,2 ….  
             (2.9) 

𝑖 = 0,1,2…. , където 𝛼 и 𝛽 са отрицателни реални числа.  

Разходния функционал е (1.3). Въведена е матрична функция 

𝑃(𝑋) = −𝐷𝑋 − 𝑋𝐴 − 𝑄 + 𝑋𝑆𝑋. 

Достатъчни условия за сходимост на метода са доказани със 

следната теорема: 

Теорема 2.8. [AMEFSS2017, Khysaria] Нека в положителната 

система 𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵1𝑢1 + 𝐵2𝑢2,    𝑥(0) = 𝑥0, матрицата −𝐴 e 𝑀-матрица. 

За матриците 𝑄 и 𝑆 (𝑆𝑖 = 𝐵𝑖𝑅𝑖𝑖
−1𝐵𝑖

𝑇 , 𝑖 = 1,2) се предполага, че  𝑄 ≥ 0 и 

𝑆 ≤ 0. Предполагаме допълнително, че съществува такова 𝑿̂ = (
𝐾1̂
𝐾2̂
) ≥

0, че 𝑃(𝑿̂) > 0, а редицата на Нютон по формула (2.9) (𝐾(𝑖))
𝑖∈𝑁

, 

𝐾(0) = 0, е монотонна и клони към решението 𝐾 ≥ 0. Решението 𝐾 е 

най-малкото решение от множеството на всички неотрицателни 

решения. 

Доказателството на теоремата може да се види на стр.59 от ДТ. 

В §2.2.2 е предложен линеаризиран метод на Нютон. Записани 

са итерационни формули (2.7)-(2.8) за уравнение (1.1)  

          𝑌𝑖+1(𝛾𝐼𝑛 + 𝐴 − 𝑆𝑍𝑖) = (𝛾𝐼2𝑛 − 𝐷)𝑍𝑖 − 𝑄               (2.12) 

     (𝛾𝐼2𝑛 + 𝐷 − 𝑌𝑖+1𝑆)𝑍𝑖+1=𝑌𝑖+1(𝛾𝐼𝑛 − 𝐴) − 𝑄,                      (2.13) 

за 𝑖 = 1, 2, … при Z0 = 0 и  𝛾 < 0, като редицата {𝑍𝑖} клони към 

решението 𝐾, когато i клони към безкрайност.  

В §2.2.3 е предложен метод на Силвестър II с параметри. 

Използвани са итерационни формули (1.18)-(1.19) и са изведени 

подобрени итерационни формули 

 −(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋1
(𝑖)𝑆1)𝑋1

(𝑖+1) − 𝑋1
(𝑖+1)(𝛽𝐼 + 𝐴 − 𝑆1𝑋1

(𝑖) − 𝑆2𝑋2
(𝑖)) 



16 

 

= 𝑄1 + 𝑋1
(𝑖)
𝑆1𝑋1

(𝑖)
− (𝛼 + 𝛽)𝑋1

(𝑖)
                                                (2.14) 

 −(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋2
(𝑖)𝑆2)𝑋2

(𝑖+1) − 𝑋2
(𝑖+1)(𝛽𝐼 + 𝐴 − 𝑆1𝑋1

(𝑖) − 𝑆2𝑋2
(𝑖)) 

= 𝑄2 + 𝑋2
(𝑖)
𝑆2𝑋2

(𝑖)
− (𝛼 + 𝛽)𝑋2

(𝑖)
                                                   (2.15) 

За изучаване на свойствата на метода (2.14)-(2.15) са въведени 

следните две матрични функции:   

𝑃1(𝑋1, 𝑋2) ≔ −(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋1 𝑆1)  𝑋1 − 𝑋1(𝛽𝐼 + 𝐴 − 𝑆1 𝑋1 – 𝑆2 𝑋2)

−𝑄1 − 𝑋1 𝑆1𝑋1 + (𝛼 + 𝛽)𝑋1

𝑃2(𝑋1, 𝑋2) ≔ −(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋2 𝑆2) 𝑋2 − 𝑋2(𝛽𝐼 + 𝐴 − 𝑆1 𝑋1 – 𝑆2 𝑋2)

−𝑄2 − 𝑋2 𝑆2𝑋2 + (𝛼 + 𝛽)𝑋2

  (2.16) 

Достатъчни условия за сходимост на метода са доказани със 

следната теорема: 

Теорема 2.10. [AMEFSS2017, Khysaria] Нека  съществуват две 

неотрицателни матрици 𝑋̂ и 𝑋(0), за които 0 ≤ 𝑋(0) ≤ 𝑋̂,  

𝑃1(𝑋1
(0), 𝑋2

(0)) ≤ 0, 𝑃2(𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) ≤ 0 и 𝑃1(𝑋̂1, 𝑋̂2) ≥ 0, 𝑃2(𝑋̂1, 𝑋̂2) ≥ 0. 

Началната матрица 𝑋(0) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑋1
(0)
, 𝑋2

(0)
) избираме, така че (−(𝛼𝐼 +

𝐴𝑇 − 𝑋𝑗
(0)
𝑆𝑗)) за 𝑗 = 1,2 и (−(𝛽𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋1

(0)
𝑆1 − 𝑋2

(0)
𝑆2)) са M-

матрици, където 𝛼 и 𝛽 са отрицателни реални числа, а 𝐼 е единична 

матрица от ред 𝑛. Тогава матричните редици  { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
}𝑖=0
∞ , дефинирани 

чрез (2.14)-(2.15), притежават следните свойства:  

(i)    𝑋(𝑖+1) ≥ 𝑋(𝑖),  i=0,1,2,… ;  

(ii)   𝑋(𝑖+1)  ≤ 𝑋̂  за   i=0,1,2,… ; 

(iii) (−(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋𝑗
(𝑖+1)

𝑆𝑗)) за 𝑗 = 1,2 и (−(𝛽𝐼 + 𝐴𝑇 −

𝑋1
(𝑖+1)

𝑆1 − 𝑋2
(𝑖+1)

𝑆2)) са M-матрици  за   i=0,1,2,… ; 

(iv) Матричните редици { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
}𝑖=0
∞  са сходящи към 

неотрицателно решение  𝑋̃ = (𝑋̃1, 𝑋̃2)  на уравнението на Рикати (1.1), 

за което 𝑋̃ ≤ 𝑋̂. 

Доказателството на теоремата може да се види на стр.65 от ДТ. 

В §2.2.4 са описани числени експерименти за пресмятане на 

стабилизиращо решение на изследваното уравнение (1.1). За намиране 

на решението са използвани описаните итерационни алгоритми – първи 

метод (метод на Нютон), втори метод (метод на Нютон с параметри) и 

трети метод (линеаризиран метод на Нютон).  Приложена е софтуерната 

среда за числов анализ MatLab (R2015a). Фиксирана е размерността на 𝑛 

и се търси решението с всеки от описаните методи.  

За провеждане на експеримента променяме размерността 𝑛: 

𝑛=12 и 25. За всяка стойност на 𝑛 провеждаме 200 повторения (за 
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Пример 2.4.) и 250 повторения (за Пример 2.5.), като правим това 10 

пъти и пресмятаме средни стойности за "Max It", "Av It" и "CPU time". 

Резултатите са описани в таблици 2.4 и 2.5 на стр.78 – 79 от ДТ.  

Пример 2.4.  
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002; 𝐺𝑎𝑚𝑎 = −4; 
for 𝑘 = 1: 200 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/99; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 4.5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 (1,1))/5; 

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/3; 
𝑄1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛/5;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1.5; 𝑄2 = 𝑄1; 
𝑅11 = −1; 𝑅22 = −𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −40; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −30.  
При матрици с по-голяма размерност методът на Нютон с 

параметри е по-бърз от метода на Нютон. Линеаризираният метод на 

Нютон е по-бърз от метода на Нютон и от метода на Нютон с параметри 

при различни размерности на участващите матрични коефициенти.  

Пример 2.5.  
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.003; 𝐺𝑎𝑚𝑎 = −1.5; 
for 𝑘 = 1: 250 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/100; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 1.5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 (n, 1))/10; 

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/5; 𝐵2(1,1) = 𝑛/10;  
𝑄1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛/5;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1/𝑛; 𝑄2 = 𝑄1;  
𝑅11 = −1.5; 𝑅22 = −𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −50; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −20.  
Линеаризираният метод на Нютон е по-бърз от метода на 

Нютон и от метода на Нютон с параметри при различни размерности на 

матричните коефициенти.  

Направена е друга серия от числени експерименти за 

пресмятане на стабилизиращо решение на изследваното уравнение (1.1). 

За намиране на решението са използвани итерационни алгоритми – 

първи метод (метод на Нютон с параметри), втори метод (метод на 

Силвестър II с параметри) и трети метод (линеаризиран метод на 

Нютон).  Променена е стойността на параметъра 𝛾 при линеаризирания 

метод на Нютон като 𝛾 = −20 (за Пример 2.6) и 𝛾 = −5 (за Пример 2.7). 

Фиксирана е размерността на 𝑛 и се търси решението със всеки от 

описаните методи.  

Пример 2.6.  
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002; 𝑮𝒂𝒎𝒂 = −𝟐𝟎; 
for 𝑘 = 1: 100 
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𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛)); 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 )/5; 𝐵1(𝑛) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 )/5; 

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/5;  
𝑄1 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1, 𝑛) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 1) = 1;  
𝑄2 = 0.05 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
for 𝑖 = 1: 𝑛 − 1  𝑄2(𝑖, 𝑖 + 1) = 0.05; 𝑄2(𝑖 + 1, 𝑖) = 0.05; end 
𝑅11 = −0.25; 𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛).  

За провеждане на експеримента е променена размерността 𝑛: 

𝑛=60, 80, 100, 120 и 150. За всяка стойност на 𝑛 са проведени 100 

повторения. Резултатите са описани в таблица 2.6. 

Таблица 2.6. Резултати при проведени 100 повторения 

n 

Метод на Нютон с 

параметри (2.9) 

Ускорен метод на 

Силвестър II с 

параметри (2.14)-

(2.15) 

Линеаризиран метод на 

Нютон (2.12)-(2.13) 

Max 

It 

Av 

It 

CPU 

/sec/ 

Max 

It 

Av 

It 

CPU 

/sec/ 

Max 

It 

Av 

It 

CPU 

/sec/ 

60 4 3,99 5,392 3 3,00 4,376 19 18,98 11,543 

80 4 4,00 11,687 3 3,00 9,712 25 24,89 23,057 

100 4 4,00 36,016 3 3,00 28,849 31 30,64 77,253 

120 4 4,00 43,296 4 3,01 34,448 37 36,43 100,446 

150 4 4,00 148,580 4 3,05 121,082 46 45,19 381,822 

 

Пример 2.7.  
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002; 𝑮𝒂𝒎𝒂 = −𝟓; 
for 𝑘 = 1: 100 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛)); 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 )/5; 𝐵1(𝑛) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛 )/5; 

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/5;  
𝑄1 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1, 𝑛) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 1) = 1;  
𝑄2 = 0.05 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
for 𝑖 = 1: 𝑛 − 1  𝑄2(𝑖, 𝑖 + 1) = 0.05; 𝑄2(𝑖 + 1, 𝑖) = 0.05; end 
𝑅11 = −0.25; 𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛).  
Резултатите са описани в таблица 2.7.  

Таблица 2.7. Резултати при проведени 100 повторения 

n 

Метод на Нютон с 

параметри (2.9) 

Ускорен метод на 

Силвестър II с 

параметри (2.14)-

(2.15) 

Линеаризиран метод на 

Нютон (2.12)-(2.13) 

Max Av CPU Max Av CPU Max Av CPU 
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It It /sec/ It It /sec/ It It /

sec/ 

60 4 4,00 5,87 3 3,00 4,36 80 76,82 45,01 

80 4 4,00 12,67 3 3,00 10,83 102 99,72 101,34 

100 4 4,00 31,15 3 3,00 25,05 127 122,92 247,34 

120 4 4,00 64,49 4 3,03 52,21 148 145,97 510,31 

150 4 4,00 129,95 4 3,05 101,55 184 180,98 1292,66 

Примери 2.6 и 2.7 дават сходни резултати. Това са примери, 

при които ускореният метод на Силвестър II с параметри е по-бърз от 

метода на Нютон с параметри и линеаризирания метод на Нютон при 

голяма размерност на матричните коефициенти. 

Пример 2.8.  
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002; 𝐺𝑎𝑚𝑎 = −5; 
for 𝑘 = 1: 100 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/50; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 4.5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛, 1) )/10;  

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/5;  
𝑄1 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1, 𝑛) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 1) = 1; 𝑄2 = 0.5 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
𝑅11 = −1.5; 𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −30; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −20.  

За провеждане на експеримента е променена размерността 𝑛: 

𝑛=25, 50, 75, 100 и 125. За всяка стойност на 𝑛 са провеждени 100 

повторения с четирите метода - метод на Нютон, метод на Нютон с 

параметри, линеаризиран метод на Нютон и метод на Силвестър II с 

параметри. Резултатите са описани в таблица 2.8 на стр.82 от ДТ. 

Линеаризираният метод на Нютон остава най-бързият. 

Изводи:  
Предложените подобрения в метода на Нютон и 

модифицираните итерационни методи водят до по-бързо достигане до 

решение на матрично уравнение. Разгледаните примери дават 

възможност за анализ на качествата на предложените методи за 

решаване на матрични уравнения. 

Примери 2.4 и 2.5: За матрици с по-големи размери методът на 

Нютон с параметри е по-бърз от метода на Нютон. Линеаризираният 

метод на Нютон е по-бърз от метода на Нютон и метода Нютон с 

параметри при различни размери на участващите матрични 

коефициенти. 

Пример 2.6: Това е пример, при който ускореният метод на 

Силвестър II с параметри е по-бърз от метода на Нютон с параметри и 

от линеаризирания метод на Нютон при голяма размерност на 

матричните коефициенти. 
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Пример 2.8: Линеаризираният метод на Нютон е много 

ефективен и по-бърз от останалите методи!   

Основни приноси във втора глава: 

1. Изведен е подобрен итерационен метод на Силвестър II (метод 

на Силвестър II с параметри) за двама играчи.  

2. За метод на Силвестър II с параметри е формулирана и доказана 

теорема за сходимост.  

2.3. Трета глава. Линейноквадратични игри с N играчи 

(𝑵 > 𝟐) 
В тази глава са разширени съществуващите методи за намиране 

на равновесие на Наш, като метода на Нютон и методите на Силвестър I 

и на Силвестър II, за да се получи стабилизиращо решение на 

съответното уравнение на Рикати за игра с N-играчи. От уравнение (1.1) 

е получен обобщен вид на матрично уравнение на Рикати:   

 −(
𝐴𝑇 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐴𝑇

)(
𝑋1
⋮
𝑋𝑁

) − (
𝑋1
⋮
𝑋𝑁

)𝐴 − (
𝑄1
⋮
𝑄𝑁

) + (
𝑋1
⋮
𝑋𝑁

) (𝑆1 … 𝑆𝑁) (
𝑋1
⋮
𝑋𝑁

) = 0,  (3.1) 

където (−𝐴) е 𝑛 х 𝑛   𝑍-матрица, 𝑆𝑗 = 𝐵𝑗𝑅𝑗𝑗
−1𝐵𝑗

𝑇  (𝑆𝑗 = 𝑆𝑗
𝑇) е 

неположителна матрица за 𝑗 = 1,2, … , 𝑁, 𝑄𝑗  – симетрична квадратна 

неотрицателна матрица с размерност 𝑛, 𝑅𝑗𝑗 – симетрична квадратна 

отрицателно определена матрица от съответна размерност, 𝐵𝑗  – 

неотрицателна матрица с размерност 𝑛 x 𝑚𝑗, за 𝑗 = 1,2,… , 𝑁, а 𝑋1, 𝑋2,…, 

𝑋𝑁  са неизвестни матрици. Получени са достатъчни условия за 

сходимост. Предложените алгоритми са илюстрирани с някои 

изчислителни примери. 

  В §3.1 са разгледани методи за търсене на равновесие по Наш в 

линейноквадратични игри с N играчи за положителни системи. Във 

втората част на трета глава (§3.2) са разгледани подобрени итерационни 

методи за търсене на стабилизиращо решение в линейноквадратични 

игри с трима играчи за положителни системи.  

В параграф §3.1.1 е направено обобщение на метода на Нютон, 

разгледан в [23] и приложен в §1.1. Използвана е следната итерационна 

формула:  

−𝐾(𝑖+1)(𝐴 − 𝑆𝐾(𝑖)) − (𝐷 − 𝐾(𝑖)𝑆)𝐾(𝑖+1) = 𝑄 + 𝐾(𝑖)𝑆𝐾(𝑖), 𝑖 = 0,1,2…,       (3.2) 

където 𝐷 = (
𝐴𝑇 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐴𝑇

), 𝑄 = (
𝑄1
⋮
𝑄𝑁

), 𝑆 = (𝑆1 … 𝑆𝑁) и 𝐾 = (
𝑋1
⋮
𝑋𝑁

). 

Въведен е обобщен разходен функционал:  

          𝐽𝑖(𝑢1, … , 𝑢𝑁) = ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑖𝑥 + ∑ 𝑢𝑗
𝑇𝑁

𝑗=1 𝑅𝑖𝑗𝑢𝑗) 𝑑𝑡
∞

0
, за 𝑖 = 1 ÷ 𝑁,      (3.3) 
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който се минимизира, а входната функция 𝑢𝑖 е стратегията на 𝑖-тия 

играч. 

Достатъчни условия за сходимост на метода са доказани със 

следната теорема: 

Теорема 3.1.  [AMEFSS2018, Tryavna] Нека в положителната 

система 𝑥̇ = 𝐴𝑥 + ∑ 𝐵𝑗𝑢𝑗
𝑁
𝑗=1 , 𝑥(0) = 𝑥0, матрицата −𝐴 e 𝑀-матрица. За 

матриците 𝑄 и 𝑆 във функционалите на разходите (3.3) се предполага, 

че 𝑄 ≥ 0 и 𝑆 ≤ 0.  Предполагаме допълнително, че съществува такова 

𝑿̂ ≥ 0, че 𝑃(𝑿̂) > 0, а редицата на Нютон {𝐾(𝑖)}
𝑖∈𝑁

, дефинирана чрез 

формула (3.2), 𝐾(0) = 0, е монотонно намаляваща и клони към 

решението 𝐾 ≥ 0. Решението 𝐾 е най-малкото решение от множеството 

на всички неотрицателни решения. 

Доказателството на теоремата може да се види на стр.85 от ДТ. 

В параграф §3.1.2 е обобщен метода на Силвестър I, разгледан в 

§1.2. Уравнението (3.1) е записано като N самостоятелни уравнения: 

−𝐴𝑇𝑋𝑖 − 𝑋𝑖𝐴 − 𝑄𝑖 + ∑ 𝑋𝑖𝑆𝑗𝑋𝑗
𝑁
𝑗=1  = 0,        𝑖 = 1,2, … , 𝑁  

и след групиране е получено:  

                    −(𝐴𝑇 − 𝑋𝑖𝑆𝑖) 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗
𝑁
𝑗≠𝑖 ) = 𝑄𝑖 ,        𝑖 = 1,2, … , 𝑁.  

От последното уравнение е записана следната итерационна 

формула: 

−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(𝑖)
𝑆𝑘) 𝑋𝑘

(𝑖+1)
− 𝑋𝑘

(𝑖+1)
(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗

(𝑖)𝑁
𝑗≠𝑘  ) = 𝑄𝑘 , 𝑘 = 1,2, . . , 𝑁.     (3.6) 

Формула (3.6) задава нов итерационен процес. свойствата му с 

помощта на следната матрична функция:       

  𝑃𝑘(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁 ) ≔ −(𝐴𝑇 − 𝑋𝑘  𝑆𝑘) 𝑋𝑘 − 𝑋𝑘(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗𝑗≠𝑘 ) − 𝑄𝑘 ,    (3.7) 

𝑘 = 1,2, . . , 𝑁.    
Доказани са достатъчни условия за сходимостта на метода: 

Теорема 3.3. [AMEFSS2018, Tryavna] Нека съществуват  

матриците 

0 ≤ 𝑿(0) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑋1
(0), 𝑋2

(0), … , 𝑋𝑁
(0))  ≤ 𝑿̂  = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑋̂1, 𝑋̂2, … , 𝑋̂𝑁), за 

които 𝑃𝑘(𝑋1
(0), 𝑋2

(0), … , 𝑋𝑁
(0)) ≤ 0 и 𝑃𝑘(𝑋̂1, 𝑋̂2, … , 𝑋̂𝑁) ≥ 0, k=1,2,…,N. 

Началната матрица 𝑿(0) избираме, така че (– (𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(0)𝑆𝑘)), (−(𝐴

𝑇 −

 ∑  𝑋𝑗
(0)
𝑆𝑗

𝑁
𝑗≠𝑘 )) са M-матрици. Тогава матричните редици 

{𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
, … , 𝑋𝑁

(𝑖)
}𝑖=0
∞ , дефинирани чрез (3.6), притежават следните 

свойства:  

(i) 𝑿(𝑖+1) ≥ 𝑿(𝑖),  i=0,1,2,… ;  

(ii)   𝑿(𝑖+1)  ≤ 𝑿̂  за   i=0,1,2,… ;  
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(iii) (– (𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(𝑖+1)𝑆𝑘)), (−(𝐴

𝑇 − ∑    𝑋𝑗
(𝑖+1)

𝑆𝑗
𝑁
𝑗≠𝑘 )), k=1,2,…,N, 

са M-матрици  за   i=0,1,2,… ; 

(iv) Матричните редици {𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
, … , 𝑋𝑁

(𝑖)
}𝑖=0
∞  са сходящи към 

неотрицателно решение   𝑿̃ = (𝑋̃1, 𝑋̃2, … , 𝑋̃𝑁)  на уравнението (3.1), за 

което 𝑿̃ ≤ 𝑿̂. 

Доказателството на теоремата е извършено чрез индукция и 

може да се види на стр.90 от ДТ. 

В параграф §3.1.3 е обобщен метода на Силвестър II, разгледан 

в §1.4. Направено е ново групиране на самостоятелните уравнения, 

получени от уравнението (3.1): 

−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑖𝑆𝑖) 𝑋𝑖 − 𝑋𝑖(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗
𝑁
𝑗=1 ) = 𝑄𝑖 + 𝑋𝑖𝑆𝑖𝑋𝑖 ,   𝑖 = 1,2, . . , 𝑁  

и е изведена следната итерационна формула: 

−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(𝑖) 𝑆𝑘) 𝑋𝑘

(𝑖+1) − 𝑋𝑘
(𝑖+1)(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗

(𝑖)𝑁
𝑗=1 ) = 𝑄𝑘 + 𝑋𝑘

(𝑖)𝑆𝑘𝑋𝑘
(𝑖),  (3.14) 

за 𝑘 = 1,2, . . , 𝑁.     

Формула (3.14) задава нов итерационен процес. За изучаване на 

свойствата му е въведена матричната функция:   

𝑃𝑘(𝑋1, … , 𝑋𝑁 ) ≔ −(𝐴𝑇 − 𝑋𝑘  𝑆𝑘) 𝑋𝑘 − 𝑋𝑘(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗
𝑁
𝑗=1 ) − 𝑄𝑘 − 𝑋𝑘  𝑆𝑘𝑋𝑘,    (3.15) 

𝑘 = 1,2, . . , 𝑁.  

Теорема 3.5 дава достатъчни условия за сходимостта на метода: 

Теорема 3.5. [AMEFSS2018, Tryavna] Нека  да  предположим  

съществуването  на  две матрици  𝑿̂ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋̂1, 𝑋̂2, … , 𝑋̂𝑁)  и  𝑿(0) =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1
(0), 𝑋2

(0), … , 𝑋𝑁
(0)), за които 0 ≤ 𝑿(0) ≤ 𝑿̂, 𝑃𝑘(𝑋1

(0), 𝑋2
(0), … , 𝑋𝑁

(0)) ≤

0  и 𝑃𝑘(𝑋̂1, 𝑋̂2, … , 𝑋̂𝑁) ≥ 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑁. Началната матрица  𝑿(0) 

избираме, така че (−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(0)
𝑆𝑘)) и (−(𝐴𝑇 − ∑ 𝑋𝑗

(0)
𝑆𝑗

𝑁
𝑗=1 )) са M-

матрици. Тогава матричните редици  { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
, … , 𝑋𝑁

(𝑖)
}𝑖=0
∞ , дефинирани 

чрез (3.14), притежават следните свойства:  

(i) 𝑿(𝑖+1) ≥ 𝑿(𝑖),  i=0,1,2,… ;  

(ii)      𝑿(𝑖+1)  ≤ 𝑿̂  за   i=0,1,2,… ; 

(iii) (– (𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(𝑖+1)𝑆𝑘)), (−(𝐴

𝑇 − ∑ 𝑋𝑗
(𝑖+1)

𝑆𝑗
𝑁
𝑗=1 )), 𝑘 = 1,2, … , 𝑁, 

са M-матрици  за   i=0,1,2,… ; 

        (iv) Матричните редици { 𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
, … , 𝑋𝑁

(𝑖)
}𝑖=0
∞  са сходящи 

към неотрицателно решение  𝑿̃ = (𝑋̃1, 𝑋̃2, … , 𝑋̃𝑁)  на уравнението (3.1), 

за което 𝑿̃ ≤ 𝑿̂. 

Доказателството на теоремата е извършено чрез индукция и 

може да се види на стр.99 от ДТ. 

С цел сравняване на изчислителните качества на предложените 

итерационни формули (3.2), (3.6) и (3.14) са направени числени 



23 

 

експерименти (§3.1.4.) за търсене на неотрицателно решение на 

уравнението (3.1).  

Формирани са матричните коефициенти на уравнението (3.1) 

като на всяка стъпка се формират нови матрични коефициенти и след 

това с трите метода се намира решението. Експериментите са направени 

за трима играчи.  

В уравнения (3.6) за метод на Силвестър I и съответно в 

уравнения (3.14) за метод на Силвестър II е използвано вече 

пресметнатото 𝑋1
(𝑖+1)

, за да се пресметне  𝑋2
(𝑖+1)

, а за да се пресметне 

𝑋𝑁
(𝑖+1)

 са използвани вече пресметнатите 𝑋1
(𝑖+1)

, 𝑋2
(𝑖+1)

,…, 𝑋𝑁−1
(𝑖+1)

. Това 

води до ускоряване на методите на Силвестър I и Силвестър II.   

Пример 3.1. Матричните коефициенти формираме по следния 

начин:  

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/100; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1) )/2;  

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/3; 𝐵3 = 𝐵2; 
𝑄1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1; 𝑄2 = 𝑄1;  𝑄3 = 𝑄2;  
𝑅11 = −1; 𝑅22 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −40; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −40; 
𝑅33 = 𝑅22.  
За формирани 100 различни матрични коефициенти, търсим 

решението с всеки от трите метода. За провеждане на експеримента 

променяме размерността 𝑛: 𝑛=4, 5, 6, 7 и 8. Експериментите, проведени 

с трите метода едновременно, за N=3 играчи, са описани в Таблица 3.1. 

В този случай получаваме, че времето за работа на метода на 

Нютон е по-малко от времето за работа на методите на Силвестър I 

ускорен и на Силвестър II ускорен, т.е. методът на Нютон е най-бързия 

от трите метода. Освен това методът на Силвестър II ускорен е по-бърз 

от метода на Силвестър I ускорен.  

Пример 3.2. Матричните коефициенти формираме по следния 

начин:  

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/10; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1));  
𝐵2 = 0.5 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑛); 𝐵3 = 𝐵2; 
𝑄1 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛/50;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1/50;  
𝑄2 = 0.05 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄3 = 0.01 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −50; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −50; 
 𝑅11 = −0.75; 𝑅33 = 𝑅22.  
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За провеждане на експеримента променяме размерността 𝑛: 

𝑛=60, 80, 100, 120, 150 и 200. За формирани 200 различни матрични 

коефициенти експериментите, проведени с трите метода едновременно, 

за N=3 играчи, са описани в Таблици 3.2а и 3.2б на стр.108 от ДТ. 

Ускореният метод на Силвестър II изпълнява итерации колкото 

метода на Нютон и по време се доближава до метода на Нютон, като 

при 𝑛=200 става по-бърз от метода на Нютон. Методът на Силвестър I 

остава най-бавен и с повече на брой итерации. 

Пример 3.3. Променяме някои от матричните коефициенти: 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/10; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1));  
𝐵2 = 0.5 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑛);  
𝑩𝟑 = 𝟎. 𝟕𝟓 ∗ 𝒆𝒚𝒆(𝒏, 𝒏); 𝑩𝟑(𝒏, 𝒏) = 𝟏/𝒏; 
𝑄1 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛/50;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1/50;  
𝑸𝟐 = 𝟎. 𝟐𝟓 ∗ 𝒆𝒚𝒆(𝒏, 𝒏);  𝑸𝟑 = 𝟎. 𝟏 ∗ 𝒆𝒚𝒆(𝒏, 𝒏);  
𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑹𝟐𝟐(𝟏, 𝟏) = −𝟏𝟎𝟎; 𝑹𝟐𝟐(𝒏, 𝒏) = −𝟗𝟎; 
𝑅11 = −0.75; 𝑅33 = 𝑅22.  
Резултатите са описани в таблица 3.3 на стр. 109 от ДТ. 

Пример 3.4. Променяме някои от матричните коефициенти: 

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/10; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1));  
𝐵2 = 0.5 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑩𝟐(𝒏, 𝒏) = 𝒏;  
𝐵3 = 0.75 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵3(𝑛, 𝑛) = 1/𝑛; 
𝑄1 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛/50;  𝑸𝟏(𝒏, 𝒏) = 𝟏/𝒏;  
𝑄2 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄3 = 0.1 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −100; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −90; 
𝑹𝟏𝟏 = −𝟏;  𝑅33 = 𝑅22.  
Резултатите са описани в таблица 3.4 на стр. 110 от ДТ. 

Ускореният метод на Силвестър II изпълнява итерации колкото 

метода на Нютон и при увеличаване на размерността по време се 

доближава до метода на Нютон, като при 𝑛=200 става по-бърз от метода 

на Нютон. Методът на Силвестър I остава най-бавен и с повече на брой 

итерации. 

Изводи 
При метода на Нютон се решава линейно матрично уравнение 

на Силвестър, но участващите матрици са с по-голяма размерност. 

Итерационният метод на Силвестър II има няколко предимства. Първо, 

като използваме формули (3.14) намираме 𝑋1
(𝑖+1)

, а след това използваме 

намереното 𝑋1
(𝑖+1)

, за да пресметнем 𝑋2
(𝑖+1)

 и накрая с вече 
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пресметнатите 𝑋1
(𝑖+1)

, 𝑋2
(𝑖+1)

,...,  𝑋𝑁−1
(𝑖+1)

 намираме 𝑋𝑁
(𝑖+1)

, това води до 

ускоряване на итерационния метод на Силвестър II. Второ, при 

увеличаване на размерността на матричните коефициенти се достига до 

примери, за които методът на Силвестър II ускорен е по-бърз от метода 

на Нютон като двата метода извършват еднакъв брой итерации. 

Методът на Нютон е по-бърз от итерационния метод на 

Силвестър II за малки стойности на 𝑛. Освен това метод на Силвестър II 

изпреварва и става по-бърз от метода на Нютон за n = 200.  

Итерационният метод на Силвестър II решава три матрични 

уравнения на Силвестър на всяка итерационна стъпка. Методът на 

Нютон решава множество от линейни уравнения с висока размерност. 

Числените експерименти потвърждават ефективността на 

предложения итерационен метод на Силвестър II. 

В §3.2.1 е разгледан метод на Нютон с параметри за трима 

играчи. Разглеждано е матричното уравнение на Рикати (3.1) за 𝑗 =
1,2, … , 𝑁 и 𝑁 = 3:  

−(
𝐴𝑇 0 0
0 𝐴𝑇 0
0 0 𝐴𝑇

)(

𝑋1
𝑋2
𝑋3

) − (

𝑋1
𝑋2
𝑋3

)𝐴 − (

𝑄1
𝑄2
𝑄3

) + (

𝑋1
𝑋2
𝑋3

) (𝑆1 𝑆2 𝑆3) (

𝑋1
𝑋2
𝑋3

) = 0,  (3.23) 

където (−𝐴) е 𝑛 х 𝑛   𝑍-матрица, 𝑆𝑗 = 𝐵𝑗𝑅𝑗𝑗
−1𝐵𝑗

𝑇  (𝑆𝑗 = 𝑆𝑗
𝑇) е 

неположителна матрица за 𝑗 = 1,2,3, 𝑄𝑗  – симетрична квадратна 

неотрицателна матрица с размерност 𝑛, 𝑅𝑗𝑗 – симетрична квадратна 

отрицателно определена матрица от съответна размерност, 𝐵𝑗  – 

неотрицателна матрица с размерност  𝑛 x 𝑚𝑗, за 𝑗 = 1,2,3, а 𝑋1, 𝑋2 и 𝑋3 

са неизвестни матрици. 

Използвана е итерационна формула (1.2), записана по следния 

начин:  

−𝐾(𝑖+1)(𝐴 − 𝑆𝐾(𝑖)) − (𝐷 − 𝐾(𝑖)𝑆)𝐾(𝑖+1) = 𝑄 + 𝐾(𝑖)𝑆𝐾(𝑖),      𝑖 = 0,1,2…, 

където  𝐷 = (
𝐴𝑇 0 0
0 𝐴𝑇 0
0 0 𝐴𝑇

),  𝑄 = (

𝑄1
𝑄2
𝑄3

),  𝑆 = (𝑆1 𝑆2 𝑆3), 𝐾 = (

𝑋1
𝑋2
𝑋3

) и 

е изведена подобрена итерационна формула 

            
𝐾(𝑖+1)(𝛽𝐼𝑛 + 𝐴 − 𝑆𝐾

(𝑖)) + (𝛼𝐼3𝑛 + 𝐷 − 𝐾
(𝑖)𝑆)𝐾(𝑖+1)

= −𝑄 − 𝐾(𝑖)𝑆𝐾(𝑖) + (𝛼 + 𝛽)𝐾(𝑖),            𝑖 = 0,1,2….  
               (3.24) 

𝑖 = 0,1,2…. , където 𝛼 и 𝛽 са отрицателни реални числа. Въведен е 

разходен функционал 

      𝐽𝑖(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ) = ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑖𝑥 + ∑ 𝑢𝑗
𝑇3

𝑗=1 𝑅𝑖𝑗𝑢𝑗) 𝑑𝑡
∞

0
, за 𝑖 = 1 ÷ 3,        (3.25) 

който се минимизира, а входната функция 𝑢𝑖 е стратегията на 𝑖-тия 

играч. Въведена е матрична функция  
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𝑃(𝑿) = −𝐷𝑿 − 𝑿𝐴 − 𝑄 + 𝑿𝑆𝑿. 

В наша публикация [10] са доказани достатъчни условия за 

сходимост на метода със следната теорема: 

Теорема 3.6.  [10] Нека в положителната система   

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵1𝑢1 + 𝐵2𝑢2 + 𝐵3𝑢3,   𝑥(0) = 𝑥0, 

матрицата −𝐴 e 𝑀-матрица. За матриците 𝑄 и 𝑆 във функционалите на 

разходите (3.25) се предполага, че 𝑄 ≥ 0 и 𝑆 ≤ 0.  Предполагаме 

допълнително, че съществува такова 𝑿̂ = (

𝑲𝟏̂
𝑲𝟐̂
𝑲𝟑̂

) ≥ 0, че 𝑃(𝑿̂) > 0, а 

редицата на Нютон (𝐾(𝑖))
𝑖∈𝑁

, 𝐾(0) = 0, е монотонно намаляваща и 

клони към решението 𝐾 ≥ 0. Решението 𝐾 е най-малкото решение от 

множеството на всички неотрицателни решения. 

Доказателството е аналогично на доказателството на Теорема 

2.8 и може да се види на стр. 113 от ДТ. 

В §3.2.2 е разгледан итерационен метод на Силвестър II с 

параметри за трима играчи. Използвана е итерационна формула (3.14) за 

𝑘 = 1,2, . . , 𝑁 при 𝑁 = 3: 

−(𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(𝑖) 𝑆𝑘) 𝑋𝑘

(𝑖+1) − 𝑋𝑘
(𝑖+1)(𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗

(𝑖)𝑁
𝑗=1 ) = 𝑄𝑘 + 𝑋𝑘

(𝑖)𝑆𝑘𝑋𝑘
(𝑖)

, 

и са изведени подобрени итерационни формули  

      
−(𝛼𝐼+𝐴𝑇−𝑋𝑘

(𝑖)
 𝑆𝑘) 𝑋𝑘

(𝑖+1)
−𝑋𝑘

(𝑖+1)
(𝛽𝐼+𝐴−∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗

(𝑖)𝑁
𝑗=1 )

=𝑄𝑘+𝑋𝑘
(𝑖)
𝑆𝑘𝑋𝑘

(𝑖)
−(𝛼+𝛽)𝑋𝑘

(𝑖) , 𝑘 = 1,2,3.    (3.27) 

За изучаване на свойствата на метода (3.27) са въвеждени 

матричните функции:    

𝑃𝑘(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) ≔ −(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋𝑘  𝑆𝑘) 𝑋𝑘 − 𝑋𝑘(𝛽𝐼 + 𝐴 − ∑ 𝑆𝑗𝑋𝑗
3
𝑗=1 ) 

               −𝑄𝑘 − 𝑋𝑘  𝑆𝑘𝑋𝑘 + (𝛼 + 𝛽)𝑋𝑘 ,   𝑘 = 1,2,3.
  (3.28) 

Достатъчни условия за сходимостта на метода са доказани в 

наша публикация [10] със следната теорема: 

Теорема 3.7. [10] Нека  да  предположим  съществуването  на  

две матрици  𝑿̂ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋̂1, 𝑋̂2, 𝑋̂3)  и  𝑿(0) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1
(0), 𝑋2

(0), 𝑋3
(0)), за 

които 0 ≤ 𝑿(0) ≤ 𝑿̂, 𝑃𝑘(𝑋1
(0), 𝑋2

(0), 𝑋3
(0)) ≤ 0  и 𝑃𝑘(𝑋̂1, 𝑋̂2, 𝑋̂3) ≥ 0, 

𝑘 = 1,2,3. Началната матрица  𝑿(0) избираме, така че (−(𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 −

𝑋𝑘
(0)
𝑆𝑘)) за 𝑘 = 1,2,3 и (−(𝛽𝐼 + 𝐴𝑇 − ∑ 𝑋𝑗

(0)
𝑆𝑗

3
𝑗=1 )) са M-матрици, 

където 𝛼 и 𝛽 са отрицателни реални числа, а 𝐼 е единична матрица от 

ред 𝑛. Тогава матричните редици {𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
, 𝑋3

(𝑖)
}𝑖=0
∞ , дефинирани чрез 

(3.27), притежават следните свойства:  

(i) 𝑿(𝑖+1) ≥ 𝑿(𝑖),  i=0,1,2,… ;  
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(ii)     𝑿(𝑖+1)  ≤ 𝑿̂  за   i=0,1,2,… ; 

(iii) (– (𝛼𝐼 + 𝐴𝑇 − 𝑋𝑘
(𝑖+1)𝑆𝑘)), (−(𝛽𝐼 + 𝐴𝑇 −∑ 𝑋𝑗

(𝑖+1)
𝑆𝑗

3
𝑗=1 )), 

𝑘 = 1,2,3, са M-матрици  за   i=0,1,2,… ; 

(iv) Матричните редици {𝑋1
(𝑖)
, 𝑋2

(𝑖)
, 𝑋3

(𝑖)
}𝑖=0
∞  са сходящи към 

неотрицателно решение  𝑿̃ = (𝑋̃1, 𝑋̃2, 𝑋̃3)  на уравнението (3.23), за което  

𝑿̃ ≤ 𝑿̂. 

Доказателството е аналогично на доказателството на Теорема 

2.10 и може да се види на стр. 117 от ДТ. 

В §3.2.3 са описани направените числени експерименти с цел 

сравняване изчислителните качества на двата метода: метод на Нютон с 

параметри (3.24) и метод на Силвестър II ускорен с параметри (3.27) за 

трима играчи.  

На всяка стъпка са формирани нови матрични коефициенти и 

след това с двата метода едновременно се търси решението. 

Пресмятанията са извършени с точност 𝜀 = 10е − 11 на компютър с 64-

битова операционна система Windows 7 Professional и хардуерни 

параметри:  процесор – Intel Core i3 CPU M380 @ 2.53 GHz, RAM памет 

– 4 GB. Матричните коефициенти 𝐴, 𝐵𝑖 , 𝑄𝑖  и 𝑅𝑖𝑖 за 𝑖 = 1,2,3 са 

дефинирани чрез MatLab (R2015a).  

Началните матрици избираме 𝑋1
(0) = 𝑋2

(0) = 𝑋3
(0) = 0, т.е. 

𝐾(0) = 0 и след това пресмятаме 𝐾(1), 𝐾(2), …, 𝐾(𝑖), … по итерационна 

формула (3.24) за метода на Нютон. Редицата е сходяща и намереното 

решение изпълнява условията на Теорема 3.6. За метода на Силвестър II 

ускорен 𝑋1
(0) = 𝑋2

(0) = 𝑋3
(0) = 0, 𝑋1

(1)
се пресмята по итерационни 

формули (3.27), 𝑋1
(1)

 се използва за пресмятане на 𝑋2
(1)

 и съответно 𝑋1
(1)

 

и 𝑋2
(1)

 се използват за пресмятане на  𝑋3
(1)

, което води до ускоряване на 

метода. В резултат на тези пресмятания получената редица 𝑋(1), 𝑋(2), 

…, 𝑋(𝑖), … е сходяща и изпълнява условията на Теорема 3.7. 

Участващите матрици са M-матрици и според Теорема 1.2 притежават 

свойството стабилност, което означава, че намерените решения са 

стабилизиращи решения. 

Пример 3.5. Променяме размерността 𝑛: 𝑛=4, 5, 6, 7 и 8. 
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002;  𝑘 = 1: 100  

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/100; = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1))/2;  

𝐵2 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑛/3; 𝐵3 = 𝐵2; 
𝑄1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1;  
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𝑄2 = 𝑄1;  𝑄3 = 𝑄2;  
𝑅22 = 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −40; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −40; 
𝑅11 = −1; 𝑅33 = 𝑅22.  
Получените резултати при 100 повторения са описани в таблица 

3.5.а на стр. 124 от ДТ. 

Променяме параметрите  𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 и 𝐵𝑒𝑡𝑎: 

 𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002  – получените резултати при 

1000 повторения са описани в таблица 3.5.б на стр. 124 от ДТ. 

𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.003; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002  – получените резултати при 

100 повторения са описани в таблица 3.5.в на стр. 125 от ДТ. 

В пример 3.5 за различни стойности на параметрите 𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 и 

𝐵𝑒𝑡𝑎 и различен брой повторения подобрения метод на Нютон е по-бърз 

от подобрения метод на Силвестър II ускорен. 
Пример 3.6. Променяме размерността 𝑛: 𝑛=100, 120, 140, 160, 

180 и 200. 
𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.001; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002; for 𝑘 = 1: 200  

𝐴 = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(𝑛))/10; 𝑠 = 𝑚𝑎𝑥 (𝑎𝑏𝑠(𝑒𝑖g(𝐴))) + 5;  

for 𝑖 = 1: 𝑛,  𝐴(𝑖, 𝑖) = −(𝐴(𝑖, 𝑖)) − 𝑠;  end 

𝐵1 = 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑠(𝑛, 1); 𝐵1(1) = 𝑎𝑏𝑠(𝑟𝑎𝑛𝑑𝑛(1,1));  

𝐵2 = 0.5 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝐵2(𝑛, 𝑛) = 𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑛); 𝐵3 = 𝐵2; 
𝑄1 = 0.25 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  𝑄1(1,1) = 𝑛/50;  𝑄1(𝑛, 𝑛) = 1/50;  
𝑄2 = 0.05 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑄3 = 0.01 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛);  
𝑅22 = −10 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛, 𝑛); 𝑅22(1,1) = −50; 𝑅22(𝑛, 𝑛) = −50; 
𝑅11 = −0.75; 𝑅33 = 𝑅22.  
Получените резултати при 200 повторения са описани в таблица 

3.6.а на стр. 126 от ДТ. 

Променяме параметрите  𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 и 𝐵𝑒𝑡𝑎: 

 𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.003; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.002  – получените резултати при 

200 повторения са описани в таблица 3.6.б на стр. 126 от ДТ. 

𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 = −0.003; 𝐵𝑒𝑡𝑎 = −0.001  – получените резултати при 

200 повторения са описани в таблица 3.6.в на стр. 127 от ДТ. 

В пример 3.6 за различни стойности на параметрите 𝐴𝑙𝑝ℎ𝑎 и 

𝐵𝑒𝑡𝑎 и различен брой повторения подобрения метод на Силвестър II 

ускорен става по-бърз от подобрения метод на Нютон при размерност 

на матричните коефициенти 𝑛 ≥ 160. 

Изводи 

Изведени са обобщени итерационни методи, доказани са 

достатъчни условия за сходимостта на методите. 

Направени са експерименти за изчисляване на стабилизиращо 

решение на несиметричното уравнение на Рикати (3.23) и са сравнени 

резултатите за двата предложени метода. Методът на Нютон с 
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параметри (3.24) е по-бърз от метода на Силвестър II ускорен с 

параметри (3.27) за малки размерности на матричните коефициенти.  

Методът на Силвестър II ускорен с параметри (3.27) изпреварва и става 

по-бърз от метода на Нютон с параметри (3.24) за 𝑛 ≥ 160. Методът на 

Силвестър II ускорен с параметри (3.27)  решава три уравнения на 

Силвестър на всяка итерационна стъпка. Методът на Нютон с параметри 

(3.24) решава линейни уравнения с големи размерности. Блочната 

структура при метода на Нютон с параметри (3.24)  го забавя при 

големи стойности на 𝑛. Методът на Силвестър II ускорен с параметри 

(3.27) има предимство в случай на решаване на три независими линейни 

матрични уравнения. По този начин метода на Силвестър II ускорен с 

параметри (3.27) е ефективна алтернатива на метода на Нютон с 

параметри (3.24). 

Заключение 

Получените и описани резултати показват, че разработените 

нови методи имат своята приложимост и ефективност. 

Основни приноси в трета глава: 

1. Изведен е итерационен метод на Нютон за 𝑁 играчи.  

2. Формулирана е и е доказана теорема за сходимост на метода на 

Нютон за 𝑁 играчи.  

3. Изведен е итерационен метод на Силвестър I за 𝑁 играчи.  

4. Формулирана е и е доказана теорема за сходимост на метода на 

Силвестър I за 𝑁 играчи.  

5. Изведен е итерационен метод на Силвестър II за 𝑁 играчи.  

6. Формулирана е и е доказана теорема за сходимост на метода на 

Силвестър II за 𝑁 играчи.  

7. Изведен е итерационен метод на Нютон с параметри за трима 

играчи.  

8. Изследван е и е доказана сходимостта на метода на Нютон с 

параметри за трима играчи.  

9. Изведен е итерационен метод на Силвестър II с параметри за 

трима играчи.  

10. Изследван е и е доказана сходимостта на метода на Силвестър 

II с параметри за трима играчи.  

Публикацията по трета глава от дисертационния труд е:  

[10] Баева, Н., Итерационни методи за търсене на 

стабилизиращо решение в линейноквадратични игри с трима играчи за 

положителни системи, Сборник научни трудове МАТТЕХ 2018, том 1, 

151-159, Шумен, 2018 
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3.Авторска справка 

В настоящата дисертация са изследвани проблеми, свързани с 

търсенето на стабилизиращо решение на Рикатиево уравнение. 

Направили сме подобрения на съществуващи и на нови итерационни 

методи при игрови модели с двама играчи. Предложили сме обобщения 

на разглежданите методи. Изследвали сме теоретичните свойства на 

предложените итерационни методи и сме извели теореми, доказващи 

сходимостта на методите. Провели сме числени експерименти с 

предложените итерационни методи, като са направени сравнения със 

съществуващи такива за съответните задачи. Получени са следните 

резултати: 

1. Предложени са итерационен метод на Силвестър I и 

итерационен метод на Силвестър II за двама играчи за положителни 

линейни системи. Доказани са теоретични свойства на предложените 

методи. (Първа глава) 

2. Модифициран е итерационен метод на Силвестър II (метод на 

Силвестър II с параметри) за двама играчи, формулирана е и е доказана 

теорема за сходимост. (Втора глава) 

3. Методите на Силвестър I и Силвестър II са обобщени за 

повече от двама играчи и са изведени условия за сходимост на 

итерационните формули. (Трета глава) 

4. Изведени са итерационен метод на Нютон с параметри и 

итерационен метод на Силвестър II с параметри за повече от двама 

играчи и са доказани теореми за сходимост. (Трета глава) 

 

 

 

 

 

 

 



31 
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5. Апробация на резултатите 

Резултатите, представени в дисертационния труд са докладвани 

на семинари на катедра „Икономика и математическо моделиране“ на 

ФМИ на ШУ „Еп. К. Преславски“. Докладвани са на национални и 

международни конференции в България: 

1. Научна конференция с международно участие 

МАТТЕХ 2014, Шуменски университет „Епископ Константин 

Преславски“, Шумен, България, 20-22 Ноември, 2014  

2. MMSC2016 – International Workshop on Mathematical 

Modelling and Scientific Computing, Dobrich, Bulgaria, 18-24 September, 

2016  

3. AMEFSS2017 – Applied Modeling in Economics, Finance 

and Social Sciences, Hisar, Bulgaria, 27-31 August, 2017  

4. AMEFSS2018 – Applied Modeling in Economics, Finance 

and Social Sciences, Tryavna, Bulgaria, 1-6 July, 2018  

5. Научна конференция с международно участие 

МАТТЕХ 2018, Шуменски университет „Епископ Константин 

Преславски“, Шумен, България, 25-27 Октомври, 2018  
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