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Актуалност и мотивировка на темата

Матричните уравнения имат широко приложение в тео-
рията и практиката. По-голям практически интерес представ-
ляват положително определените решения. Редица задачи от
теорията и практиката, водят до решаване на матрични урав-
нения. Значително място в научната литература, с приложени-
ята си в теорията на оптималното управление (optimal control
theory), филтрацията на Келман (Kalman filtering) и др., зае-
мат добре известните и изучени рикатиеви уравнения [24, 29, 4,
25, 26, 27]. От появата си през 60-те години до сега рикатиевите
уравнения продължават да привличат интереса на изследова-
телите.

Уравнение X + A∗X−1A + B∗X−1B = Q за първи път е
изследвано в [28], коята работа излиза през 2008 година. То-
ва уравнение е частен случай на широко известните матрични
уравнения на Рикати, по специално на дискретното алгебрично
уравнение.

Често в диференциалните и диференчните уравнения от
теорията на управлението, водещи до решаване на класичес-
ките уравнения на Рикати се появяват случайни смущения.
Изследванията на такива задачи също водят до решаване на
матрични уравнения, известни в различните източници като
стохастични, пертурбирани или рационални рикатиеви урав-
нения [36, 33, 13, 31, 32, 15, 14, 23]. В най-общ вид Freiling и
Hochhaus в своите изследвания в [15] и [14] разглеждат раци-
оналните рикатиеви уравнения. Тези уравнения се свеждат до
уравнеието X +A∗X−1A−B∗X−1B = I [6, 7], като първата ни
позната работа излиза през 2012 година.

През 2008 година излиза работата на Duan и др. [9] за
уравнението X −

∑m
i=1A

∗
iX

δiAi = Q, а през 2017 година Gao
[16] в своят публикация изследва уравнението X − A∗XpA −
B∗X−1B = I(0 < p, q < 1). През 2019 година излиза работата
на Хасанов [22] за уравнението X −A∗XA−B∗X−1B = I.
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Цел на дисертацията

Целта на дисертацията е да се изследват класове от раци-
онални матрични уравнения за съществуване на положително
определени решения. Поставените цели в дисертацията в ос-
новни линии се свеждат до следното:

• да се получат необходими и достатъчни условия за съ-
ществуване на положително определени решения;

• да се изследват свойствата на положително определените
решения;

• да се построят итерационни алгоритми за пресмятане на
положително определени решения и специални такива;

• да се изследва скоростта на сходимост на предложените
алгоритми и да се сравнят със съществуващи.

Апробация на резултатите

Резултатите от дисертационния труд са докладвани и об-
съдени на следните научни форуми:

• Семинар на ФМИ на Шуменския университет „Епископ
Константин Преславски“ 2014 г. [19];

• 41st International Conference „Applications of Mathematics
in Engineering and Economics“ (AMEE 2015): 8-13 юни
2015, Созопол [18];

• Семинар на ФМИ на Шуменския университет „Епископ
Константин Преславски“ 2015 г. [18];

• Научна конференция с международно участие MATTEX
2016., 2016 г. Шумен [1];
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• Научна конференция с международно участие MATTEX
2018, 2018 г. Шумен [2];

• The International Conference „Applied Modeling in Economics,
Finance and Social Sciences“ (AMEFSS 2020), от 28 юни до
2 юли, 2020 г. Созопол [3].

Структура и обем на дисертацията

Дисертационният труд съдържа 75 страници, включващи:
съдържание; кратко резюме; апробация на резултатите; автор-
ска справка; благодарности; основна част, която се състои от
въведение и три глави, разделени на параграфи и точки в 60
страници и литература от 65 заглавия в 7 страници. Парагра-
фите и формулите имат двойна номерация в рамките на съ-
ответната глава. Първото число показва номера на главата,
а второто – поредния номер на формулата или параграфа в
главата. Твърденията и алгоритмите имат тройна номерация.
Първото число показва номера на глава, второто – номера на
параграфа, а третото число показва поредния номер. Номера-
цията на таблиците е двойна, например: таблица 3.1 е първа
таблица в трета глава.
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Съдържание на дисертацията

Дисертацията се състои от въведение и три глави.
В настоящия дисертационен труд са изследвани нелиней-

ните матрични уравнения:

(1) X +A∗X−1A+B∗X−1B = Q,

(2) X +A∗X−1A−B∗X−1B = I

и

(3) X −A∗XA−B∗X−1B = I.

Преди да продължим искам да направим едно преобразо-
вание. Чрез умножаване на (1) от двете страни с Q− 1

2 получа-
ваме

Q− 1
2XQ− 1

2 +Q− 1
2A∗X−1AQ− 1

2 +Q− 1
2B∗X−1BQ− 1

2 = I.

Полагаме Y = Q− 1
2XQ− 1

2 , C = Q− 1
2AQ− 1

2 и D = Q− 1
2BQ− 1

2 .
Така получаваме уравнението:

(4) Y + C∗Y −1C +D∗Y −1D = I,

където I е единичната матрица. Следователно уравнението (1)
има решение тогава и само тогава, когато уравнението (4) има
решение, т.е. разглеждането на дясна част Q = I не променя
общността.

Целта на изследванията е да се получат необходими и дос-
татъчни условия за съществуване на положително определени
решения и да се предложат итерационни методи за такива ре-
шения на разглежданите уравнения.

Нека направим някои означения: A∗ означаваме спрегна-
тата матрици на A; A > 0(A ≥ 0) - положително опреде-
лена ( полуопределена) матрица A; A > B(A ≥ B) значи
A − B > 0(A − B ≥ 0); множества [A,B] = {C|A ≤ C ≤
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B}, (A,B] = {C|A < C ≤ B}, [A,B) = {C|A ≤ C < B} и
(A,B) = {C|A < C < B}; λ(A) - множеството на всички соб-
ствени стойности; ρ(A) - спектрален радиус на матрицата A;
∥.∥-спектрална норма.

Уравненията (1), (2) и (3) в случай на B = 0 или A = 0 се
свеждат съответно до добре изучените уравнения

(5) X +A∗X−1A = Q

и

(6) X −B∗X−1B = Q,

а от друга страна представляват част от по-общи фамилии от
уравнения изследвани в литературата.

Наред с интензивното изследване на рикатиевите уравне-
ния през последните 30 години се изучават и уравненията (5) и
(6) [5, 10, 37, 38, 12, 17, 20, 21, 34, 30]. За последните уравнения
са получени необходими и достатъчни условия за съществуване
на положително определени решения, за единственост или съ-
ществуване на минимално и/или максимално положително оп-
ределени решения. Предложени са различни итерационни ал-
горитми с линейна или квадратична скорост на сходимост за
пресмятане на положително определени решения.

Глава 1. Положително определени решения
на матричното уравнение
X + A∗X−1A+B∗X−1B = Q

В тази глава изследваме матричното уравнение (1). Съ-
държа три параграфа.

В параграф 1.1 представяме някои предварителни резулта-
ти за уравнение (1): метод на последователните приближения и
една негова модификация без обръщане на матрици получени
от Long и др. [28]; втора модификация на метода на последо-
вателните приближения без обръщане на матрици, предложен

8



от Vaezzadeh и др. в [35]; резултати за скоростта на сходимост
на модификациите на метода последователните приближенияи
[35]. Получените резултати са в резултат на аналогични изс-
ледвания на тези, които са за уравнение (5) [17].

Long и др. [28] изследват уравнение (1) при дясна част
Q = I. Те получават:

Теорема 1. [28, Theorem 2.2] Ако уравнението (4) има поло-
жително определено решение Y , то

(1) C∗C +D∗D < I,
(2) Y > CC∗ and Y > DD∗.

В своята работа Long и др. [28] предлагат метод на пос-
ледователните приближения за уравнение (1) при дясна част
Q = I по аналогия на [11].

Алгоритъм 1. [28] Нека X0 = δI, δ ∈
[
1
2 , 1

]
. За n = 0, 1, . . . ,

пресмятаме

(7) Xn+1 = I −A∗X−1
n A−B∗X−1

n B.

В [28, Theorem 3.1] Long и др. доказват, че ако уравнени-
ето (1) в случай на Q = I има положително определено ре-
шение и при δ, такова че δ(1 − δ) ≤ λmin(A

∗A) + λmin(B
∗B) и

δ2 > λmax(A
∗A) + λmax(B

∗B), то тогава алгоритъм 1 дефини-
ра монотонно намаляваща матрична редица, която е сходяща
към положително определеното решение на уравнение (1) при
Q = I.

Аналогично на Zhan [37], Long и др. [28] предлагат една
модификация на метода на последователните приближения без
обръщане на матрица за пресмятане на максималното положи-
телно определено решение на уравнение (1) при Q = I.

Алгоритъм 2. [28] Нека X0 = Y0 = I. За n = 0, 1, 2, . . . прес-
мятаме

(8)
{

Xn+1 = I −A∗YnA−B∗YnB
Yn+1 = Yn(2I −XnYn)
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Long и др. [28] доказват сходимост на алгоритъм 2. Ос-
вен това Long и др. [28] доказват, че ако уравнението (1) при
Q = I има положително определено решение, то алгоритъм
2 генерира намаляваща матрична редица X0 ≥ X1 ≥ · · · и
растяща матрична редица Y0 ≤ Y1 ≤ · · · и limn→∞Xn = XL,
limn→∞ Yn = X−1

L , където XL е максималното положително
определено решение. В общия случай при положително опре-
делена матрица Q свойствата на сходимост на алгоритъм 2 се
запазват.

По късно Vaezzadeh и др. [35] изучават уравнение (1) в слу-
чай на Q = I и изследват скоростта на сходимост на алгоритъм
2. Те обобщават резултата на Guo и Lancaster [17] за уравнение
(1) при Q = I и получават:

Теорема 2. [35, Theorem 2] Ако матричното уравнение (1)
при Q = I има положително определено решение, то за алго-
ритъм 2 и за кое да е ϵ > 0 е изпълнено

(9) ∥Yn+1 −X−1
L ∥ ≤ (∥AX−1

L ∥+ ∥BX−1
L ∥+ ϵ)

2∥Yn−1 −X−1
L ∥

и

(10) ∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥A∥2 + ∥B∥2)∥Yn −X−1
L ∥

за всяко достатъчно голямо n.

За уравнение (1) при Q = I Vaezzadeh и др. в [35] предлагат
още една модификация на метода на последователните приб-
лижения без обръщане на матрица, аналогичен на алгоритъм
на Guo и Lancaster [17].

Алгоритъм 3. [35] Нека X0 = I, Y0 = I. За n = 0, 1, . . .,
пресмятаме

(11)
{

Yn+1 = Yn(2I −XnYn)
Xn+1 = I −A∗Yn+1A−B∗Yn+1B

Vaezzadeh и др. [35] за алгоритъм 3 доказват следните те-
ореми:
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Теорема 3. [35, Theorem 3] Нека уравнение (1) има положи-
телно определено решение. Тогава итерационната формула (11)
дефинира монотонно намаляваща матрична редица {Xn}, схо-
дяща към максималното положително определено решение XL.
Също така матричната редица {Yn}, дефинирана от (11) е
монотонно растяща и клони към X−1

L .

Теорема 4. [35, Theorem 4] Ако матричното уравнение (1)
със дясна част Q = I има положително определено решение,
за алгоритъм 3 и кое да е ϵ > 0 имаме

(12) ∥Yn+1 −X−1
L ∥ ≤ (∥AX−1

L ∥+ ∥BX−1
L ∥+ ϵ)

2∥Yn −X−1
L ∥

и

(13) ∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥A∥2 + ∥B∥2)∥Yn −X−1
L ∥

за всяко достатъчно голямо n.

При проучване на литературата и съществуващите резул-
тати констатираме, че в изследванията на Long и др. [28] и
Vaezzadeh и др. в [35] липсва резултат за скоростта на сходи-
мост на метода на последователните приближения. Освен то-
ва при по-внимателно проучване забелязваме, че направените
обобщения на резултатите на Guo и Lancaster [17] не са пре-
цизни.

В параграф 1.2 е направен анализ на сходимостта на ите-
рационните методи за пресмятане на положително определено
решение на уравнение (1).

Теорема 1 на Long и др. [28] може да се запише и за урав-
нение (1):

Теорема 5. (Следствие 1.2.1.) Ако уравнението (1) има по-
ложително определено решение X, то

(1) A∗Q−1A+B∗Q−1B < Q,
(2) X > AQ−1A∗ и X > BQ−1B∗.
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В точка 1.2.1 е анализирана скоростта на сходимост на ме-
тода на последователните приближения. Разглеждаме следния
алгоритъм за уравнение (1).

Алгоритъм 4. (Алгоритъм 1.2.2.) Нека X0 = Q. За n =
0, 1, . . . , пресмятаме

(14) Xn+1 = Q−A∗X−1
n A−B∗X−1

n B.

Показахме, че алгоритъм 4 генерира монотонно намалява-
ща и ограничена отдолу матрична редица.

Long и др. [28] за уравнение (1) в случай на Q = I пред-
лагат итерационен алгоритъм с метода на последователните
приближения. Те доказват сходимост на итерационния алго-
ритъм, но не дават оценка на нейната скорост на сходимост.
Използвайки идеята на Gao и Lancaster [17, Theorem2.3] ние
получаваме аналогичен резултат за скоростта на сходимост на
алгоритъм 4. Този резултат ни дава следната теорема, доказа-
на в нашата публикация [19]

Теорема 6. (Теорема 1.2.3.) Ако уравнение (1) има положи-
телно определено решение, тогава за алгоритъм 4 е изпълнено

∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥X−1
L A∥2 + ∥X−1

L B∥2) ∥Xn −XL∥,

за всяко n ≥ 0, където XL е максималното положително оп-
ределено решение на уравнение (1).

Доказателството на теоремата може да се види на стр.26
от дисертационния труд.

В точка 1.2.2 е анализиран скоростта на сходимост на две
модификации на метода на последователните приближения.

За уравнение (1) разглеждаме следния алгоритъм.

Алгоритъм 5. (Алгоритъм 1.2.4.) Нека X0 = Q,Y0 = Q−1.
За n = 0, 1, 2, . . . пресмятаме

(15)
{

Xn+1 = Q−A∗YnA−B∗YnB
Yn+1 = Yn(2I −XnYn)
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Алгоритъм 5 генерира две матрични редици като едната е
монотонно намаляваща и ограничена отдолу, а другата е моно-
тонно растяща и ограничена отгоре. Освен това кой да е еле-
мент на едната редица е по-малък от кой да елемент на втората.

Използвайки идеята на Guo и Lancaster [17, Theorem3.3],
която те прилагат при доказването на теоремата ние успяхме
да подобрим резултатът на Vaezzadeh и др [35, Theorem 2] като
дадем по добра оценка за скоростта на сходимост на алгоритъм
5. Освен това получаваме оценка, която не зависи от Yn.

Теорема 7. (Теорема 1.2.6.) За произволно ϵ > 0 и за всяко
достатъчно голямо n е изпълнено, че

(16) ∥Yn+1 −X−1
L ∥ ≤ (∥AX−1

L ∥2 + ∥BX−1
L ∥2 + ϵ)∥Yn−1 −X−1

L ∥

и

(17) ∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥A∥2 + ∥B∥2)∥Yn −X−1
L ∥.

Освен това, ако A и B са неособени матрици, то

(18) ∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥X−1
L A∥2 + ∥X−1

L B∥2 + ϵ)∥Xn−1 −XL∥

за всяко достатъчно голямо n.

Доказателството на теоремата може да се види на стр.30
от дисертационния труд.

Разглеждаме още една модификация на метода на после-
дователните приближения.

Алгоритъм 6. (Алгоритъм 1.2.7.) Нека X0 = Q, Y0 = Q−1.
За n = 0, 1, . . ., пресмятаме

(19)
{

Yn+1 = Yn(2I −XnYn)
Xn+1 = Q−A∗Yn+1A−B∗Yn+1B

Отново с помощта на метода на математическата индукция
доказваме, че итерационния алгоритъм 6 генерира две матрич-
ни редици, такива че едната е монотонно намаляваща и огра-
ничена отдолу, а другата е монотонно растяща и ограничена
отгоре.
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За алгоритъм 6 даваме по добра оценка за скоростта на
сходимост от тази на Vaezzadeh и др [35, Theorem 3]. Този ре-
зултат ни дава следната теорема, доказана в нашата публика-
ция [19].

Теорема 8. (Теорема 1.2.8.) Ако матричното уравнение (1)
има положително определено решение, тогава за алгоритъм
6 и произволно ϵ > 0, имаме

(20) ∥Yn+1 −X−1
L ∥ ≤ (∥AX−1

L ∥2 + ∥BX−1
L ∥2 + ϵ)∥Yn −X−1

L ∥

и

(21) ∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥A∥2 + ∥B∥2)∥Yn −X−1
L ∥

за всяко достатъчно голямо число n. Освен това, ако A и B
са неособени, то

(22) ∥Xn+1 −XL∥ ≤ (∥X−1
L A∥2 + ∥X−1

L B∥2 + ϵ)∥Xn −XL∥

за всяко достатъчно голямо число n.

Забележка 1. (Забележка 1.2.9.) Ако в Теорема 6 ∥X−1
L A∥2+

∥X−1
L B∥2 < 1, то матричната редица, генерирана от алгоритъм

4 е сходяща към максималното положително определено реше-
ние XL със скорост на сходимост тъй както на геометрично
прогресия с частно r ≤ ∥X−1

L A∥2 + ∥X−1
L B∥2. Освен това, ако

X е положително определеното решение на уравнение (1), за
който ∥X−1A∥2 + ∥X−1B∥2 < 1, тогава X ≡ XL

Забележка 2. (Забележка 1.2.10.) Според Теорема 2 линейна-
та скорост на сходимост на алгоритъм 5 е гарантирана от усло-
вието (∥AX−1

L ∥+∥BX−1
L ∥)2 < 1. Но според нашия резултат (Те-

орема 7) е необходимо да е изпълнено ∥AX−1
L ∥2+∥BX−1

L ∥2 < 1.
Очевидно е, че

∥AX−1
L ∥2 + ∥BX−1

L ∥2 < (∥AX−1
L ∥+ ∥BX−1

L ∥)2.
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Следователно съществуват матрици A, B и максимално ре-
шение XL на уравнението (1), при които ∥AX−1

L ∥2+∥BX−1
L ∥2 <

1 и (∥AX−1
L ∥+ ∥BX−1

L ∥)2 > 1. Това е показано в разгледаните
примери в параграф числени експерименти на тази глава.

Забележка 3. (Забележка 1.2.11.) Според Теорема 4 линей-
ната сходимост на алгоритъм 6 е гарантирана от условието
(∥AX−1

L ∥+∥BX−1
L ∥)2 < 1. Но условието ∥AX−1

L ∥2+∥BX−1
L ∥2 <

1 е много добро, тъй като

∥AX−1
L ∥2 + ∥BX−1

L ∥2 < (∥AX−1
L ∥+ ∥BX−1

L ∥)2.

Освен това може да съществуват матрици A, B и макси-
мално решение XL на уравнението (1), при които ∥AX−1

L ∥2 +
∥BX−1

L ∥2 < 1 и (∥AX−1
L ∥ + ∥BX−1

L ∥)2 > 1. Това е показано
в разгледаните примери в параграф числени експерименти на
тази глава.

В параграф 1.3 са представени числени експерименти на
три примера, които илюстрират теоретичните резултати: по-
казана е скоростта на сходимост на трите метода за намиране
на положително апределено решение на матричното уравнение
(1). Примерите в десиертационния труд са разположени от стр.
35 до стр. 40.

Изводи:

Доказана е линейна скоростта на сходимост на разгледа-
ния от Long и др. [28] итерационен алгоритъм за уравнението
(1).

Разгледан е итерационен алгоритъм с метода на последо-
вателните приближения в случай на без обръщане на матрица.
В своята работа Long и др.[28] изследват уравнението (1) при
Q = I. Те предлагат варианта без обръщане на матрица за ме-
тода на последователните приближения за пресмятане на мак-
сималното положително определено решение на уравнение (1),
при Q = I. По късно Vaezzadeh и др. [35] изучават уравнение
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(1) при Q = I и изследват скоростта на сходимост на предложе-
ния от Long и др.[28] итерационен алгоритъм. За уравнение (6)
Gao и Lancaster [17] дават оценка на скоростта на сходимост,
която не зависи от матричната редица {Yn}. Използвайки тях-
ната идея ние успяхме да подобрим оценката за скоростта на
сходимост на разгледания итерационен процес за уравнението
(1), като оценката зависи само от матричната редица {Xn}.

Основни приноси в първа глава:

• Доказана е скоростта на сходимост за уравнението X +
A∗X−1A+B∗X−1B = Q за предложения от Long и др. [28]
алгоритъм с метода на последователните приближения;

• Подобрени са теоремите за скоростта на сходимост (док.
от Long и др.[28] и Vaezzadeh и др. [35]) за два итераци-
онни алгоритъма с метода на последователите приближе-
ния без обръщане на матрица. Получени са максимално
положително определено решение на матричното уравне-
ние X +A∗X−1A+B∗X−1B = Q.

Публикацията по първа глава от дисертационния труд е:
[19] V. Hasanov and A. Ali, On convergence of three iterative

methods for solving of the matrix equation X+A∗X−1A+B∗X−1B =
Q, Computational and Applied Mathematics, 36, (2017), pp. 79-
87.

Глава 2.Положително определени решения
на матричното уравнение
X + A∗X−1A−B∗X−1B = I

В тази глава изследваме матричното уравнение (2). Глава-
та е разделена на три параграфа.
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В параграф 2.1 са представени предварителните резулта-
ти, получени за уравнение (2): достатъчни условия съществу-
ване на положително определено решение на разглежданото
уравнение; двустранен итерационен метод за пресмятане на по-
ложително определеоно решение [7]; достатъчни условия, зави-
сещи от два параметъра, за сходимост на итерационен метод за
пресмятане на положително определено решение на (2) с дясна
част Q > 0 [6].

В своята публикация Duan и др. [7] разглеждат уравне-
ние (2). Предлагат итерационен алгоритъм за пресмятане на
положително определено решение на уравнение (2).

Алгоритъм 7. [7] Нека X0 = 1
2I, Y0 = 5

4I. За n = 0, 1, 2, . . .
пресмятаме

(23)
{

Xn+1 = I −A∗X−1
n A+B∗Y −1

n B
Yn+1 = I −A∗Y −1

n A+B∗X−1
n B

Duan и др. [7] за алгоритъм 7 доказват, че при определени
условия за матриците A и B, уравнение (2) има единствено
положително определено решение.

Теорема 9. [7, Теорема 2.3.] Ако A∗A < 1
8I и B∗B < 1

8I,
то уравнението (2) има единствено положително определе-
но решение X̂ ∈ [12I,+∞). Матричните редици {Xn} и {Yn},
генерирани от (23) са сходящи към X̂ и грешката е

max{∥Xn − X̂∥tr, ∥Yn − X̂∥tr} ≤ δn

1− δ
max{∥X1 −X0∥tr, ∥Y1 − Y0∥tr},

където
δ = 8max{∥AA∗∥, ∥BB∗∥}.

В теоремата означението ∥ · ∥tr, се разбира
∥A∥tr =

∑n
j=1 σj(A), където σj(A) са сингулярни стойности на

матрицата A.
По-късно Berzig и др. [6] в своята работа подробно изс-

ледват матричното уравнение (2) в случай на Q > 0. За то-
ва уравнение дават условия, зависещи от два параметъра, при
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които уравнението (2) в случай на Q > 0 има положително
определено решение. Те предполагат, че за матриците A и B
съществуват числа β > α > 0, които удовлетворяват следните
условия:

(24)

1. 1
αA

∗A+ αI ≤ Q ≤ βI,

2. βA∗A− αB∗B ≤ αβ(Q− αI),

3. βB∗B − αA∗A ≤ αβ(βI −Q),

4. A∗A < α2

2 I,B∗B < α2

2 I

Berzig и др. [6] предлагат итерационен алгоритъм анало-
гичен на алгоритъм 7.

Алгоритъм 8. [6] Нека X0 = αI, Y0 = βI. За n = 0, 1, 2, . . .
пресмятаме

(25)
{

Xn+1 = Q−A∗X−1
n A+B∗Y −1

n B
Yn+1 = Q−A∗Y −1

n A+B∗X−1
n B

Berzig и др. [6] за алгоритъм 8 доказват, че итерационната
формула 25 генерира матрични редици {Xn} и {Yn}, които са
сходящи към единственото положително определено решение
на уравнение (2) в случай на Q > 0.

Теорема 10. [6, Теорема 3.1.] Ако числата β > α > 0 удов-
летворяват условията (24) то:

(i) уравнението (2) в случай на Q > 0 има единствено поло-
жително определено решение XL ∈ [αI,∞);

(ii) XL ∈ [Q+ 1
βB

∗B − 1
αA

∗A, Q+ 1
αB

∗B − 1
βA

∗A];

(iii) редиците {Xn} и {Yn}, генерирани от (25) са сходящи
към XL и грешката е

max{∥Xn−XL∥tr, ∥Yn−XL∥tr} ≤ δn

1− δ
max{∥X1−X0∥tr, ∥Y1−Y0∥tr},

където
0 < δ < 1.
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Теорема 11. [6, Theorem 3.2.] Разглеждаме уравнение (2). Не-
ка числата β > α > 0 удовлетворяват условията:

1. 0 < α ≤ 1
2

2. β ≥ 1 + α
2

3. A∗A < α2

2 I, B∗B < α2

2 I.

Тогава са изпълнени условията от (i) до (iii) на Теорема 10.

Тук е момента да направим следния извод:

Извод 1. Теорема 9 и Теорема 11 не са съществено различни,
тъй като, ако A∗A < 1

8I и B∗B < 1
8I, то съществува число α,

удовлетворяващо условия 1. и 3. на Теорема 11, и обратно, ако
съществува α, удовлетворяващо условие 1. и 3. на Теорема 11,
то A∗A < 1

8I и B∗B < 1
8I. Освен това в системата от усло-

вия (24), от първото неравенство на 1. следва 2. за произволно
число β > 0.

Преди да преминем към следващия параграф ще направим
анализ на условията (24).

Неравенството 1
αA

∗A+αI ≤ Q ≤ βI в (24) при Q = I доби-
ва вида A∗A ≤ α(1− α)I. Освен това в (24) имаме A∗A < α2

2 I.
Понеже maxαmin{α(1−α), α

2

2 } = 2
9 , то последните две условия

за матрицата A едновременно са изпълнени, ако A∗A < 2
9I,

т.е. ∥A∥ <
√
2
3 . Следователно Теорема 9 и Теорема 11 могат

да бъдат подобрени като предложим по-слаби ограничения на
матричните коефициенти A и B.

В параграф 2.2 са получени нови подобрени резултатите
на съществуващите в [7] и [6]. Новите условия са по-слаби ог-
раничения върху матричните коефициенти A и B, при които
е доказана сходимост на разгледания двустранен итерационен
метод в [7] и [6].
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Теорема 12. (Теорема 2.2.1.) Нека

ξ =
√
2max{∥A∥, ∥B∥}, η =

1 +
√

1− 4∥A∥2
2

, θ = 1 +
ξ

2
.

Ако ξ < 2
3 , тогава:

(i) уравнение (2) има единствено положително определено
решение XL в матричното множество (ξI,∞);

(ii) XL ∈ [I + 1
θB

∗B − 1
ηA

∗A, I + 1
ηB

∗B − 1
θA

∗A] ⊂ [ηI, θI];

(iii) матричните редици {Xn} и {Yn}, дефинирани от (23) с
начални приближения X0 = µI и Y0 = υI, където µ ∈
(ξ, η] и υ ≥ θ, са сходящи към XL. Освен това

max{∥Xn − X̂∥, ∥Yn − X̂∥} ≤ qn∥Y0 −X0∥,

където q = ( ξµ)
2 < 1.

Доказателството на теоремата може да се види на стр.46
от дисертационния труд.

Теорема 13. (Теорема 2.2.2.) Ако съществуват числа β >
α > 0, удовлетворяващи условията:

1. βA∗A− αB∗B ≤ αβ(1− α)I,

2. βB∗B − αA∗A ≤ αβ(β − 1)I,

3. ∥A∥2 + ∥B∥2 < α2,

тогава уравнението (2) има единствено положително опреде-
лено решение XL в [αI, βI]. Матричните редици {Xn} и {Yn}
дефинирани от (23) с начални приближения X0 = αI, Y0 = βI
са сходящи към XL и грешката се дава от

max{∥Xn −XL∥, ∥Yn −XL∥} ≤ δn∥Y0 −X0∥,

където

δ =
∥A∥2 + ∥B∥2

a2
.
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Доказателството на теоремата може да се види на стр.47
от дисертационния труд.

Освен това е изследвана една модификация на двустран-
ния метод. Разглеждме алгоритъм:

Алгоритъм 9. (Алгоритъм 2.2.3.) Нека X0 = αI, Y0 = βI и
Z0 =

1
β I. За n = 0, 1, . . . пресмятаме

(26)


Zn+1 = Zn(2I − YnZn)
Xn+1 = I −A∗X−1

n A+B∗Zn+1B, k = 0, 1, . . .

Yn+1 = I −A∗Zn+1A+B∗X−1
n B,

За алгоритъм 9 доказваме, че генерира матрични редици,
които са сходящи към положително определеното решение на
уравнение (2)

Теорема 14. (Теорема 2.2.4.) Нека числата β > α > 0, удов-
летворяват условията 1., 2. и 3. на Теорема 13. Матрични-
те редици {Xn}, {Yn} и {Zn} дефинирани от (26) с начални
приближения X0 = αI, Y0 = βI и Z0 = 1

β I, са сходящи към
решението XL ∈ [αI, βI].

Доказателството на теоремата може да се видина стр.49 от
дисертационния труд.

В параграф 2.3 са представени числени експерименти на
три примера, които илюстрират теоретичните резултати. При
избор на такива матрици от примерите условията на теорема
9 не са изпълнени и неможем да я приложим. Теорема 11 съ-
що не е изпълнена но по нашите теореми 12 и 13 уравнението
(2) с тези матрици има единствено положително определено
решение.

Изводи:

Представени са предварителните резултати, направени за
уравненията (2) и (2) в случай на Q > 0. Изказани са теоре-
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ми, които доказват съществуването на положително определе-
но решение на двете уравнения при определени условия. Duan
и др. [7] предлагат условие, при което уравнението (2) има по-
ложително определено решение и разглеждат итерационен ал-
горитъм с метода на последователните приближения. Berzig и
др. [6] дават условия, зависещи от два параметъра, при които
уравнението (2) в случай на Q > 0 има положително определе-
но решение.

Подобрени са Теорема9 [7, Теорема 2.3.] и Теорема11 [6,
Theorem 3.2.]. Предложени са отслабени условия върху коефи-
циентите, при които предложеният в [7, 6] двустранен итера-
ционен метод е сходящ.

Изследван е нов итерационен метод за пресмятане на поло-
жително определено решение, при който частично се изключва
пресмятането на обратна матрица.

Основни приноси във втора глава:

• Направен е подробен обзор на известното досега за мат-
ричното уравнение X + A∗X−1A − B∗X−1B = I. Подоб-
рени са условията за съществуването на положително оп-
ределено решение на разгледаното уравнение ( доказани
от Berzig и др. [6] и Duan и др.[7]);

• Представен е нов итерационен алгоритъм, който води до
намиране на положително определено решение на урав-
нението. Доказана е неговата сходимост.

Публикациите по втора глава от дисертационния труд са:
[18] V. Hasanov and A. Ali, On some sufficient conditions for

the existence of a positive definite solution of the matrix equation
X + A∗X−1A − B∗X−1B = I, AIP Conference Proceedings, V.
1690, 060001, 2015.

[1] Ayur Ali, One iterative method for matrix equation X +
A∗X−1A−B∗X−1B = I, MATTEX 2016, Conference Proceedings,
Vol. 1, 2016, pp. 74-80.
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Глава 3. Положително определени решения
на матричното уравнение
X − A∗XA−B∗X−1B = I

Глава 3 е посветена на матричното уравнение (3). Главата
е разделена на четири параграфа.

В параграф 3.1 са представени предварителните резултати
върху уравнения, мотивирали изследвания ни върху уравнение
(3). Това са резултати за уравненията: X −

∑m
i=1A

∗
iX

δ
i Ai =

Q, 0 < |δ| < 1 ([9], 2008), X−
∑m

i=1A
∗
iX

rAi = Q, при −1 ≤ r < 0
или 0 < r < 1 ([8], 2009) и X − A∗XpA − B∗X−qB = I (0 <
p, q < 1) ([16], 2017).

В параграф 3.2 получаваме достатъчно условие за същес-
твуване на положително определено решение на матричното
уравнение (3) ([2], 2018).

Теорема 15. (Теорема 3.2.2.) Нека уравнението (3) има по-
ложително определено решение X. Тогава

(i) ρ(A) < 1,

(ii) ρ(X−1B) < 1,

(iii) X > M , където M е решение на уравнението X−A∗XA =
I.

Доказателството на теоремата може дасе види на стр.58 от
дисертационния труд.

По-късно Хасанов ([22], 2019) доказва, че достатъчното ус-
ловие е и необходимо условие за съществуване на положително
определено решение на уравнението (3).

Теорема 16. [22, Theorem 2] Матричното уравнение (3) има
положително определено решение XL тогава и само тогава,
когато ρ(A) < 1. Освен това всички решение се намират в
интервала [M,N ], където M и N са единствените решение
съответно на матричните уравнение X − A∗XA = I и X −
A∗XA = I +B∗M−1B.
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В параграф 3.3. представяме няколко итерационни алго-
ритъма за пресмятането на положително определено решение
на уравнение (3).

В точка 3.3.1 за намиране на положително определено ре-
шение на уравнение (3) предлагаме двустранен итерационен
алгоритъм.

Алгоритъм 10. (Алгоритъм 3.3.1.) Нека X0 = I, Y0 = βI,
β > 1. За n = 0, 1, . . . пресмятаме

(27)
{

Xn+1 = I +A∗XnA+B∗Y −1
n B,

Yn+1 = I +A∗YnA+B∗X−1
n B.

Доказваме, че при определени условия на матричните ко-
ефициенти A и B, то итеационния алгоритъм 10 е сходящ към
единственото положително определено решение.

Теорема 17. (Тееорема 3.3.2.) Ако за матриците A и B е
в сила условието ∥A∥2 + ∥B∥2 < 1, то уравнението (3) има
единствено положително определено решение XL. Освен това
итерационния алгоритъм 10 при

β ≥ 1 + ∥B∥2

1− ∥A∥2

е сходящ към единственото положително определено решение
XL ∈ [I, βI].

Доказателството на теоремата може да се види на стр.60
от дисертационния труд.

Хасанов в [22] разглежда алгоритъм 10 с начални прибли-
жения X0 = M и Y0 = N , където матриците M и N са от те-
орема 16. Изказано е твърдението: ако limn→∞ ∥Yn −Xn∥ = 0,
то уравнението (3) има единствено положително определено
решение. Освено това в [22] е разгледан метода на последова-
телните приближения.
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Алгоритъм 11. [22] Нека Ẑ0 ∈ [X0, Y0] . За n = 0, 1, . . . , прес-
мятаме

(28) Ẑn+1 = I +A∗ẐnA+B∗Ẑ−1
n B,

където X0 и Y0 са началните стойности от алгоритъм 10.
Хасанов в [22] доказва, че матричните редици {Ẑn}, {Xn}

и {Yn}, дефинирани от (28) и (27) имат следните свойства

Xn ≤ Ẑn ≤ Yn, n = 0, 1, . . .

В точка 3.3.2. разглеждаме една модификация на алгори-
тъм 10, която частично изключва обръщане на матрица.

Нека M и N са единствените решения съответно на уравне-
нията X−A∗XA = I и X−A∗XA = I+B∗M−1B. Разглеждаме
следния алгоритъм:

Алгоритъм 12. (Алгоритъм 3.3.4.) Нека X0 = M, Y0 =
N, ( X0 = I, Y0 = βI), Z0 = Y −1

0 . За n = 0, 1, . . . пресмя-
таме:

(29)


Zn+1 = Zn(2I − YnZn),

Xn+1 = I +A∗XnA+B∗Zn+1B,
Yn+1 = I +A∗YnA+B∗X−1

n B.

Доказваме достатъчни условия за сходимост на матрични-
те редици, гнерирани от алгоритъм 12.

Теорема 18. (Теорема 3.3.5.) Матричните редици Zn, Xn и
Yn, генерирани от алгоритъм 12 имат следните свойства:

(i) X0 ≤ X1 ≤ . . . ≤ Xn ≤ Yn ≤ . . . ≤ Y1 = Y0, n = 0, 1, . . .,

(ii) Z0 ≤ Z1 ≤ . . . ≤ Zn+1 ≤ Y −1
n , n = 0, 1, . . .,

(iii) limn→∞Xn = XL ≤ YL = limn→∞ Yn, limn→∞ Zn = Y −1
L .

Доказателството на теоремта може да се види на стр.62 от
дисертационния труд.
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Изводи:

Получено е достатъчно услове за съществуването на реше-
ние на уравнението (3)

Предложен е двустранен итерационен алгоритъм за нами-
ране на положително определено решение. Доказана е сходи-
мостта на предложения алгоритъм.

Предложен е нов итерационен алгоритъм, който е една мо-
дификация на двустранен итерационен алгоритъм, при който
се избягва обръщане на една матрица.

Основни приноси в трета глава:

• Получени са необходими и достатъчни условия за същест-
вуване на положително определено решение на уравнение
X −A∗XA−B∗X−1B = I;

• Предложен е двустранен итерационен алгоритъм за на-
миране на положително определено решение. Дадени са
достатъчни условия за сходимостта на този итерационен
процес;

• Предложен е нов итерационен алгоритъм, който е една
модификация на двустранен итерационен алгоритъм, при
който се избягва обръщане на една матрица.

Публикациите по трета глава от дисертационния труд са:
[2] Aynur Ali, For matrix equation X−A∗XA−B∗X−1B = I,

MATTEX 2018, Conference Proceedings, Vol. 1 (2018), pp. 161-
166.

[3]A. Ali and V. Hasanov, An iterative method for solving the
matrix equation X − A∗XA − B∗X−1B = I, Mathematical and
Software Engineering, 6 (2020), pp. 1-6.
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Авторска справка

По мнение на автора, основните приноси на дисертацион-
ния труд са:

• Доказана е скоростта на сходимост на предложения от
Long и др. [28] метод на последователните приближения
за уравнението X + A∗X−1A+B∗X−1B = Q. Подобрени
са оценките за скоростта на сходимост (док. от Vaezzadeh
и др. [35]) за две модификации на метода на последова-
телните приближения, при които се избягва обръщане на
матрица. Получени са максимално положително опреде-
лено решение на матричното уравнение.

• Направен е подробен анализ на изученото преди това за
матричното уравнение X + A∗X−1A − B∗X−1B = I. По-
добрени са резултатите на X. Duan и др. [7] и M. Berzig
и др. [6] за съществуване на положително определено ре-
шение на това матрично уравнение. Предложен е нов ите-
рационен метод, който води до намиране на положително
определено решение на уравнението. Доказана е неговата
сходимост.

• Получено е достатъчно условие за съществуване на поло-
жително определено решение на матричното уравнение
X − A∗XA − B∗X−1B = I. Предложени са два итера-
ционни метода за намиране на положително определено
решение, като единият е двустранен метод, а другия е
модификация на двустранния метод, където се намалява
броя на обръщанията на матрици. Дадени са достатъчни
условия за сходимостта на тези методи.
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