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Äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å îáñúäåí è äîïóñíàò äî çàùèòà íà êàòåäðåí

ñúâåò "Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ" ïðè Øóìåíñêè óíèâåðñèòåò "Åïèñêîï

Êîíñòàíòèí Ïðåñëàâñêè" ñúñòîÿë ñå íà 14.01.2022 ã.

Äèñåðòàöèÿòà èìà îáåì îò 72 ñòðàíèöè. Öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà îá-

õâàùà 56 çàãëàâèÿ.

Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà 18.03.2022 ã. îò

14 ÷àñà â íåïðèñúñòâåííà ôîðìà /îíëàéí/.

Àâòîð: Òóðõàí Ñþëåéìàíîâ

Çàãëàâèå: Óñòîé÷èâîñò íà íåëèíåéíè âúëíè.
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Àêòóàëíîñò è ìîòèâèðîâêà íà òåìàòà

Íåëèíåéíèòå âúëíè ñà îò ãîëÿìî çíà÷åíèå ïîðàäè âàæíàòà ðîëÿ â íå-

ëèíåéíèòå åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ. Ðîëÿòà íà òåçè âúëíè å äîáðå èç-

âåñòíà çà èíòåãðóåìèòå óðàâíåíèÿ, êàòî óðàâíåíèåòî íà Êîðòåâåã-äå

Ôðèç (ÊäÔ) è óðàâíåíèåòî íà Øðüîäèíãåð.

Îñíîâèòå íà òåîðèÿòà çà óñòîé÷èâîñòòà íà íåëèíåéíèòå âúëíè çà

óðàâíåíèåòî íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç

ut + ux + uux + uxxx = 0

è óðàâíåíèåòî íà Áåíäæàìèí-Áîíà-Ìàõîíè (ÁÁÌ)

ut + ux + uux − uxxt = 0

ñà ïîëîæåíè îò Áåíäæàìèí [11]. Òúé êàòî ìàëêà ïåðòóðáàöèÿ íà íå-

ëèíåéíà âúëíà âîäè äî âúëíà ñ èçìåñòåíà ôàçà èëè òàêàâà ñ ðàçëè÷íà

ñêîðîñò, òî ïîäõîäÿùî å èçó÷àâàíåòî íà îðáèòàëíàòà é óñòîé÷èâîñò.

Ñïîðåä Áåíäæàìèí, àêî u(x, t) å ðåøåíèå íà ÊäÔ èëè ÁÁÌ, ñ íà÷àëíî

óñëîâèå u(x, 0) = u0(x), äîñòàòú÷íî áëèçêî äî âúëíàòà ϕ(x− ct), òî

inf
y∈R
||u(·, t)− ϕ(·+ y)||

îñòàâà ìàëêî çà âñè÷êè t > 0.

Ïî-êúñíî â ðåäèöà ñòàòèè [3, 14, 2, 13, 54] ñà ðàçãëåäàíè êëàñîâå îò

ìîäåëè íà óðàâíåíèÿ çà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà äúëãè âúëíè â íåëèíåé-

íà äèñïåðñèâíà ñðåäà

ut + ux + upux −Mux = 0 (1)

êúäåòîM å ïñåâäî-äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð äåôèíèðàí ÷ðåç M̂v(ξ) =

α(ξ)v̂(ξ). Çà øèðîê êëàñ α(ξ) å ïîêàçàíî, ÷å âúëíèòå íà (1) ñà îðáèòàëíî

óñòîé÷èâè. Çà öåëòà ñå ðàçãëåæäà ôóíêöèîíàëà

G(u) = H(u) + cV (u)

êúäåòî H = 1
2

∫ +∞
−∞ (uMu− 2

(p+1)(p+2)u
p+2)dx è V = 1

2

∫ +∞
−∞ u2dx ñà çàêî-

íè çà ñúõðàíåíèå è ïðè ñëåäíèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ:
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Àêî ëèíåéíèÿò îïåðàòîð L äåôèíèðàí ÷ðåç

L = M + (c− ϕp)

èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

Ñ1) L èìà ïðîñòà îòðèöàòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ

Ñ2) Ñîáñòâåíàòà ñòîéíîñò 0 íà L å ïðîñòà

Ñ3) Îñòàíàëàòà ÷àñò îò ñïåêòúðà îòäåëåíà îò íóëàòà

òî óñòîé÷èâîñòòà è íåóñòîé÷èâîñòòà íà âúëíàòà ϕ ñå îïðåäåëÿ îò

çíàêà íà èçðàçà d
dc

∫ +∞
−∞ ϕ2

c(x)dx.

Ïî-êúñíî óñòîé÷èâîñòòà íà âúëíè çà Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè ñúñ ñè-

ìåòðèè

ut = JG′(u(t)) (2)

êúäåòî G å ôóíêöèîíàëúò íà åíåðãèÿòà, à J å àíòèñèìåòðè÷åí ëèíååí

îïåðàòîð å ðàçãëåäàí îò Ãðèëàêèñ, Øàòà è Ùðàóñ [25].

Êàòî öÿëî çà íåëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷íè ãðàíè÷íè óñëî-

âèÿ, çàäà÷àòà çà îðáèòàëíàòà óñòîé÷èâîñò íå å òîëêîâà äîáðå èçñëåä-

âàíà. Çà ïúðâè ïúò òîçè òèï âúëíè ñà ðàçãëåäàíè îò Áåíäæàìèí â [12].

Ïî-êúñíî Àíãóëî, Áîíà è Øàëîì â [7] èçñëåäâàò îðáèòàëíàòà óñòîé-

÷èâîñò íà cnoidal âúëíè çà óðàâíåíèåòî íà ÊäÔ. Òàêà íàðå÷åíèòå cnoidal

âúëíè u(x, t) = ϕc(x− ct) íà óðàâíåíèåòî íà ÊäÔ, ñå çàäàâàò îò óðàâ-
íåíèåòî

ϕ
′′

c +
1

2
ϕ2
c − cϕc = Aϕc

êúäåòî Aϕc å êîíñòàíòà íà èíòåãðèðàíåòî.

Çà âúëíè îò dnoidal òèï, óñòîé÷èâîñòòà èì å èçñëåäâàíà îò Àíãóëî

[4, 5] çà íåëèíåéíîòî óðàâíåíèå íà Øðüîäèíãåð

iut + uxx + |u|2u = 0

ìîäèôèöèðàíî ÊäÔ óðàâíåíèå

ut + 3u2ux + uxxx = 0
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Â [30] å ðàçãëåäàíà îðáèòàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà äâóïàðàìåòðè÷íà

ïåðèîäè÷íà âúëíà çà êîìïëåêñíîòî óðàâíåíèå íà ÊäÔ. Ïîäõîäúò å äà

ñå ïîêàæå, ÷å âúëíàòà å ìèíèìèçàòîð íà ïîäõîäÿùî èçáðàíè çàêîíè çà

ñúõðàíåíèå.

Â [33] å ðàçâèò ìåòîä çà àíàëèç íà ëèíåéíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèî-

äè÷íè âúëíè çà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ, êîèòî âêëþ÷âàò âòîðàòà ïðîèç-

âîäíà ïî âðåìåòî.

Îçíà÷åíèÿ

Íåêà P = C∞per å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè C∞.

Ñ P ′ îçíà÷àâàìå äóàëíîòî ïðîñòðàíñòâî íà P . Çà s ∈ R, ñ Hs[−T, T ]

îçíà÷àâàìå ñîáîëåâîòî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìà

||f ||2s = 2T
+∞∑

k=−∞

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2 <∞.

Ïðîñòðàíñòâîòî, Hs([−T, T ]) å Õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñêà-

ëàðíî ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉s = 2T
+∞∑

k=−∞

(1 + |k|2)sf̂(k)ĝ(k)

è H0[−T, T ] = L2[−T, T ]. Ñ 〈., .〉 îçíà÷àâàìå ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå
â L2[−T, T ].

Åëèïòè÷åí èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä îçíà÷àâàìå ñ∫ y

0

dt√
(1− t2)(1− κ2t2)

dt =

∫ φ

0

dθ√
1− κ2 sin θ

= F (φ, κ),

êúäåòî y = sinφ, à ñ∫ y

0

√
1− κ2t2
1− t2

dt =

∫ φ

0

√
1− κ2 sin θdθ = E(φ, κ)

îçíà÷àâàìå åëèïòè÷åí èíòåãðàë îò âòîðè ðîä.

5



×èñëîòî κ ñå íàðè÷à ìîäóë íà åëèïòè÷íèÿ èíòåãðàë κ ∈ (0, 1). Çà

y = 1 èíòåãðàëèòå ñå íàðè÷àò ïúëíè åëèïòè÷íè èíòåãðàëè
∫ 1

0
dt√

(1−t2)(1−κ2t2)
dt =

∫ π
2

0
dθ√

1−κ2 sin θ = F (π2 , κ) = K(κ)

∫ 1

0

√
1−κ2t2
1−t2 dt =

∫ π
2

0

√
1− κ2 sin θdθ = E(κ)

.

Åëèïòè÷íèÿ èíòåãðàë

u(y, κ) =

∫ y

0

dt√
(1− t2)(1− κ2t2

dt =

∫ φ

0

dθ√
1− κ2 sin θ

= F (φ, κ),

å ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà y. Îáðàòíàòà ôóíêöèÿ îçíà÷àâàìå ñ y =

sinφ = sn(u, κ), èëè íàêðàòêî ñ y = snu. Äðóãè åëèïòè÷íè ôóíêöèè

îò cnoidal è dnoidal òèï ñå äåôèíèðàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
cn(u, k) =

√
1− y2 =

√
1− sn2(u, κ)

dn(u, κ) =
√

1− κ2y2 =
√

1− κ2sn2(u, κ)

.

Öåë íà äèñåðòàöèÿòà

Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ïîñâåòåíà íà èçñëåäâàíåòî íà ëèíåéíàòà/

ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè çà íåëèíåéíè ñèñòåìè

îò óðàâíåíèÿ íà Êëåéí-Ãîðäîí.

Öåëèòå, êîèòî ñå ïîñòàâÿò â ïðåäñòàâåíèÿ òðóä ñå ñâåæäàò äî:

1. Íàìèðàíåòî íà ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ çà ñúîòâåòíèòå ìîäåëè.

2. Èçñëåäâàíå íà ñïåêòúðà íà îïåðàòîðà íà ëèíåàðèçàöèÿ îêîëî âúë-

íèòå.

3. Èçñëåäâàíå íà èíäåêñà íà óñòîé÷èâîñò çà ñúîòâåòíèòå ìîäåëè.

Ñòðóêòóðà è îáåì íà äèñåðòàöèÿòà

Ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò òðè ãëàâè, âñÿêà îò êî-

èòî å ðàçäåëåíà íà ïàðàãðàôè. Íîìåðàöèÿòà íà ôîðìóëèòå â òåêñòà å
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äâóöèôðåíà, êàòî ïúðâàòà öèôðà ñúîòâåòñòâà íà íîìåðà íà ãëàâàòà.

Íàêðàÿ å ïðèëîæåíà ëèòåðàòóðà, îáõâàùàùà 56 ëèòåðàòóðíè èçòî÷íè-

êà è ñïèñúê îò 4 ñòàòèè íà àâòîðà.

Â ïúðâàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñå ðàçãëåæäà ñïåêòðàëíàòà óñòîé-

÷èâîñò íà ñòàöèîíàðíè âúëíè çà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Êëåéí-Ãîðäîí.

Â ïàðàãëàô 1 íà òàçè ãëàâà ñå ïîñòðîÿâàò ïåðèîäè÷íèòå âúëíè îò

dnoidal òèï. Â ïàðàãðàô 2 å èçñëåäâàíà ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà

ïðîñòè è ïîëó-ïðîñòè âúëíè îò dnoidal òèï. Â ïàðàãðàô 3 å èçñëåäâàíà

ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïðîñòè è ïîëó-ïðîñòè âúëíè îò cnoidal

òèï.

Âúâ âòîðà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà ëèíåéíàòà óñòîé÷èâîñò íà áÿãàùè

âúëíè çà íåëèíåéíî âúëíîâî óðàâíåíèå è ñèñòåìà îò âúëíîâè óðàâíå-

íèÿ. Ïúðâî å ïðåäñòàâåíà òåîðèÿòà çà èíäåêñà íà Õàìèëòîíîâè ñèñ-

òåìè. Â ïàðàãðàô 1 èçïîëçâàéêè òàçè òåîðèÿ å èçñëåäâàíà ëèíåéíàòà

óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè îò dnoidal òèï. Â ïàðàãðàô 2 å èç-

ñëåäâàíà ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïðîñòè è ïîëó-ïðîñòè âúëíè çà

ñèñòåìà îò âúëíîâè óðàâíåíèÿ.

Â ãëàâà òðè ñå ðàçãëåæäà ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè

âúëíè îò cnoidal òèï ðåøåíèÿ íà åäíà ñèñòåìà íà Øðüîäèíãåð. Ïúð-

âî ñà êîíñòðóèðàíè ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ çà ñèñòåìàòà. Ñëåä òîâà å

èçñëåäâàí ñïåêòúðúò íà îïåðàòîðà íà ëèíåàðèçàöèÿ è èçïîëçâàéêè òå-

îðèÿòà çà Õàìèëòîíîâàòà ñïåêòðàëíà çàäà÷à å ïîêàçàíî, ÷å âúëíèòå ñà

íåóñòîé÷èâè.
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Ãëàâà 1

Ñïåêòðàëíà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè ñòàöèîíàðíè âúëíè

çà ñèñòåìà íà Êëåéí-Ãîðäúí

Â ïúðâà ãëàâà å ðàçãëåäàíà ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè

ñòàöèîíàðíè âúëíè íà ñëåäíàòà ñèñòåìà íà Êëåéí-Ãîðäîí
utt − uxx + u− (|u|2 + β|v|2)u = 0

vtt − vxx + v − (β|u|2 + |v|2)v = 0,

(1.1)

êúäåòî u(t, x) è v(t, x) ñà êîìïëåêñíî-çíà÷íè ôóíêöèè. Òúðñèì âúëíè

âúâ âèäà u(t, x) = eiwtϕ(x), v(t, x) = eiwtψ(x), êúäåòî ϕ and ψ ñà ðåàë-

íî çíà÷íè ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè ñ ïåðèîä 2T . Çàìåñòâàéêè â ñèñòåìàòà,

ïîëó÷àâàìå ∣∣∣∣∣∣∣
−ϕ′′ + σϕ− (ϕ2 + βψ2)ϕ = 0

−ψ′′ + σψ − (βϕ2 + ψ2)ψ = 0,

(1.2)

Òúðñèì ðåøåíèÿ íà (1.2) â äâà ñëó÷àÿ, êîèòî íè èíòåðåñóâàò, à èìåí-

íî (ϕ, 0) è (ϕ, ϕ).

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ëèíåàðèçèðàìå ñèñòåìàòà (1.1) îêîëî âúë-

íèòå. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ïåðòóðáàöèè

u(t, x) = eiwt(ϕ(x) + p(t, x)), u(t, x) = eiwt(ϕ(x) + q(t, x)),

êúäåòî p(t, x) è q(t, x) ñà êîìïëåêñíî-çíà÷íè ôóíêöèè. Çàìåñòâàéêè

ãè â (1.1) è èãíîðèðàéêè âñè÷êè êâàäðàòè÷íè ÷ëåíîâå è ÷ëåíîâå ñ ïî-

âèñîêà ñòåïåí ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå çà (p, q)
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
ptt + 2iwpt − pxx + σp− (β + 1)ϕ2p− 2ϕ2Rep− 2βϕ2Req = 0

qtt + 2iwqt − qxx + σq − (β + 1)ϕ2q − 2ϕ2Req − 2βϕ2Rep = 0
(1.3)

Ñëåä ðàçäåëÿíå íà ðåàëíèòå è èìàãèíåðíèòå ÷àñòè p = F + iG, q =

R + iS, ëèíåéíîòî óðàâíåíèå ñå çàïèñâà âúâ âèäà

~Utt + J ~Ut +H~U = 0, (1.4)

êúäåòî ~U = (F,R,G, S) è

J =


0 0 −2w 0

0 0 0 −2w

2w 0 0 0

0 2w 0 0

 H =


H1 −2βϕψ 0 0

−2βϕψ H2 0 0

0 0 H3 0

0 0 0 H4

 ,

H1 = −∂2x + σ − 3ϕ2 − βψ2

H2 = −∂2x + σ − βϕ2 − 3ψ2

H3 = −∂2x + σ − ϕ2 − βψ2

H4 = −∂2x + σ − βϕ2 − ψ2.

Äà îòáåëåæèì, ÷å H∗ = H, à J∗ = −J . Àêî ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà
ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè, ñâúðçàíà ñ (1.4), êàòî ðàçäåëèì ïðîìåíëèâèòå
~U = eλt~V , ñòèãàìå äî ñëåäíàòà ñïåêòðàëíà çàäà÷à

λ2~V + λJ ~V +H~V = 0 (1.5)

Äåôèíèöèÿ 1. Êàçâàìå, ÷å êâàäðàòè÷íèÿò ñíîï îáðàçóâàí îò äâîé-

êàòà (J,H) å ñïåêòðàëíî íåóñòîé÷èâ, àêî ñúùåñòâóâà 2T ïåðèîäè÷íà

ôóíêöèÿ ~V ∈ D(H) è λ : <λ > 0 òàêàâà, ÷å

λ2~V + λJ ~V +H~V = 0.

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å êâàäðàòè÷íèÿò ñíîï (J,H) å óñòîé-

÷èâ.
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Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñå îñíîâàâúò íà ñëåäíàòà ôîðìóëà

kr + kc + k− = n(H)− n((Id− JH−1J)|Ker(H)). (1.6)

êúäåòî kr å áðîÿò íà ïîëîæèòåëíèòå ðåøåíèÿ λ íà (1.5), k− å áðîÿò íà

ðåøåíèÿòà λ íà (1.5) ñ ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ÷àñò, êúäåòî kc å îáùèÿò

èíäåêñ íà Êðåéí çà êâàäðàòè÷íèÿ ñíîï.

1.1 Ïåðèîäè÷íè ñòàöèîíàðíè âúëíè îò dn âèä

1.1.1 Ïðîñòè âúëíè

Â òîçè ñëó÷àé, òúðñèì ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ íà (1.2) ïðè ψ = 0. Ñåãà

ñèñòåìàòà (1.2) ñå ñâåæäà äî óðàâíåíèåòî

−ϕ′′ + (1− w2)ϕ− ϕ3 = 0. (1.7)

Ñëåä åäíîêðàòíî èíòåãðèðàíå íà ãîðíîòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àâàìå

ϕ′2 = −1

2
ϕ4 + σϕ2 +

a

2
, (1.8)

èëè

ϕ′2 =
1

2

(
−ϕ4 + 2σϕ2 + a

)
, (1.9)

êúäåòî σ = 1 − w2 è a å êîíñòàíòàòà íà èíòåãðèðàíåòî. Íåêà a < 0

è σ > 0. Íåêà äà îçíà÷èì ñ ϕ0 > ϕ1 > 0 ïîëîæèòåëíèòå ðåøåíèÿ íà

−ρ4 + 2σρ2 + a = 0. Òîãàâà ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ0 è ðåøåíèåòî ϕ ñå çàäàâà ÷ðåç

ϕ(x) = ϕ0dn(αx, κ), (1.10)

êúäåòî

ϕ2
0 + ϕ2

1 = 2σ, α =

√
1

2
ϕ0, κ2 =

ϕ2
0 − ϕ2

1

ϕ2
0

=
2ϕ2

0 − 2σ

ϕ2
0

. (1.11)

Òúé êàòî dn èìà ôóíäàìåíòàëåí ïåðèîä 2K(κ), òîãàâà ôóíäàìåíòàë-

íèÿ ïåðèîä íà ðåøåíèåòî (1.10) å

2T =
2K(κ)

α
, T ∈ I =

(√
2π√
σ
,∞

)
. (1.12)
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1.1.2 Ïîëó-ïðîñòè âúëíè

Ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, ïðè êîéòî ϕ = ψ. Çà ïåðèîäè÷íàòà ôóíêöèÿ ϕ,

èìàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå

−ϕ′′ + σϕ− (β + 1)ϕ3 = 0. (1.13)

Óìíîæàâàéêè óðàâíåíèåòî (1.13) ñúñ ϕ′ è èíòåãðèðàíå íà äâåòå ñòðàíè,

ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

ϕ′2 =
β + 1

2

[
−ϕ4 +

2σ

β + 1
ϕ2 + a

]
, (1.14)

êúäåòî a å êîíñòàíòà íà èíòåãðèðàíå. Íåêà ϕ0 > ϕ1 > 0 ñà ïîëîæèòåë-

íèòå êîðåíè íà ïîëèíîìà −ρ4 + 2σ
β+1ρ

2 + a. Ðåøåíèåòî íà (1.14) å

ϕ(x) = ϕ0dn(αx, κ), (1.15)

êúäåòî

ϕ2
0 + ϕ2

1 =
2σ

β + 1
, α =

√
β + 1

2
ϕ0, κ2 =

ϕ2
0 − ϕ2

1

ϕ2
0

. (1.16)

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå òåîðåìè:

Òåîðåìà 1. Íåêà 0 < β < 1. dn ðåøåíèå (ϕ, 0), êúäåòî ϕ îïèñàíî â

(1.10), å ñïåêòðàëíî óñòîé÷èâî çà |w| >
√

1
1+M(κ) , è íåóñòîé÷èâî çà

|w| <
√

1
1+M(κ), êúäåòî

M(κ) :=
(2− κ2)[E2(κ)− (1− κ2)K2(κ)]

(2− κ2)E2(κ)− 2(1− κ2)E(κ)K(κ)
.

Çà 1 < β < 3 è |w| >
√

1
1+M(κ) , ðåøåíèåòî å íåóñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 2. Íåêà β > 1. Äâóïàðàìåòðè÷íàòà ôàìèëèÿ îò dn ðåøå-

íèÿ (ϕ, ϕ), êúäåòî ϕ îïèñàíî â (1.15), ñà ñïåêòðàëíî óñòîé÷èâè, àêî

|w| >
√

1
1+M(κ) , è íåóñòîé÷èâè, àêî |w| <

√
1

1+M(κ) , êúäåòî

M(κ) :=
(2− κ2)[E2(κ)− (1− κ2)K2(κ)]

(2− κ2)E2(κ)− 2(1− κ2)E(κ)K(κ)
.

Çà 0 < β < 1 è |w| >
√

1
1+M(κ), ðåøåíèÿòà (ϕ, ϕ) ñà íåóñòîé÷èâè.
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1.2 Ïåðèîäè÷íè ñòàöèîíàðíè âúëíè îò cn âèä

1.2.1 Ïðîñòè âúëíè

Íåêà −ρ4 +2σρ2 +a = 0 èìà äâå ðåàëíè íóëè −ϕ0, ϕ0 è äâå ÷èñòî èìà-

ãèíåðíè −iϕ1, iϕ1. Òîãàâà, óðàâíåíèåòî (1.8) äîáèâà ñëåäíàòà ôîðìà

ϕ′2 =
1

2
(ϕ2 + ϕ2

1)(ϕ
2
0 − ϕ2). (1.17)

Ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ, óðàâíåíèåòî (1.17) èìà ðåøåíèÿ âúâ âèäà

ϕ(x) = ϕ0cn(αx, κ), (1.18)

êúäåòî

ϕ2
0 − ϕ2

1 = 2σ, κ2 =
ϕ2
0

ϕ2
1 + ϕ2

0

, α =

√
ϕ2
0 + ϕ2

1

2
. (1.19)

1.2.2 Ïîëó-ïðîñòè âúëíè

Ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, ïðè êîéòî ϕ = ψ. Çà ïåðèîäè÷íàòà ôóíêöèÿ ϕ,

èìàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå

−ϕ′′ + σϕ− (β + 1)ϕ3 = 0. (1.20)

Óìíîæàâàéêè óðàâíåíèåòî (1.20) ñ ϕ′ è ñëåä èíòåãðèðàíå íà äâåòå ñòðà-

íè, ñòèãàìå äî óðàâíåíèåòî

ϕ′2 =
β + 1

2

[
−ϕ4 +

2σ

β + 1
ϕ2 + a

]
, (1.21)

êúäåòî a å êîíñòàíòà íà èíòåãðèðàíå. Íåêà, êàêòî â ïðåäíèÿò ñëó÷àé

−ρ4 + 2σ
β+1ρ

2 + a èìà äâå ðåàëíè íóëè −ϕ0, ϕ0 è äâå ÷èñòî èìàãèíåðíè

−iϕ1, iϕ1. Òîãàâà, óðàâíåíèåòî (1.21) ïðèåìà ñëåäíàòà ôîðìà

ϕ′2 =
1

2
(ϕ2 + ϕ2

1)(ϕ
2
0 − ϕ2). (1.22)

Ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ, óðàâíåíèåòî (1.17) èìà ðåøåíèå â ñëåäíèÿ

âèä

ϕ(x) = ϕ0cn(αx, κ), (1.23)
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êúäåòî

ϕ2
0 − ϕ2

1 =
2σ

β + 1
, κ2 =

ϕ2
0

ϕ2
1 + ϕ2

0

, α =

√
(β + 1)(ϕ2

0 + ϕ2
1)

2
. (1.24)

Ïîëó÷åíè ñà ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

Òåîðåìà 3. Íåêà β < 0. Äâóïàðàìåòðè÷íàòà ôàìèëèÿ îò cn ðåøå-

íèÿ (ϕ, 0), êúäåòî ϕ îïèñàíî â (1.18), ñà ñïåêòðàëíî íåóñòîé÷èâè çà

w2 < − N(κ)
4M(κ) , êúäåòî

M(κ) := 〈Q−11 ϕ, ϕ〉, N(κ) = ||ϕ||2.

Òåîðåìà 4. Íåêà β > 3. Äâóïàðàìåòúðíàòà ôàìèëèÿ îò cn ðåøåíèÿ

(ϕ, ϕ), êúäåòî ϕ îïèñàíî â (1.23), ñà ñïåêòðàëíî íåóñòîé÷èâè çà w2 <

− N(κ)
4M(κ) .
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè íà íåëèíåéíî

âúëíîâî óðàâíåíèå è ñèñòåìà îò âúëíîâè óðàâíåíèÿ

Â òàçè ãëàâà, ðàçãëåæäàìå ëèíåéíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúë-

íè çà ñëåäíîòî íåëèíåéíî âúëíîâî óðàâíåíèå

utt − uxx + u− u3 = 0, (2.1)

è ñëåäíàòà íåëèíåéíà ñèñòåìà∣∣∣∣∣ utt − uxx + u− (u2 + v2)u = 0

vtt − vxx + v − (u2 + v2)v = 0,
(2.2)

êúäåòî u(t, x) è v(t, x) ñà ðåàëíî çíà÷íè ôóíêöèè.

Ïúðâî ùå ïðåäñòàâèì íÿêîè ðåçóëòàòè îò òåîðèÿòà çà áðîÿò íà èí-

äåêñèòå íà íåóñòîé÷èâîñò ðàçâèòè â [40]. Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà ïðåáðî-

èì íåóñòîé÷èâèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè â çàäà÷àòà çà ñîáñòâåíèòå ñòîé-

íîñòè âúâ âèäà (2.3). Òîâà, å íà áàçàòà íà èíôîðìàöèÿòà çà ñïåêòúðà

íà ðàçëè÷íè ñàìîñïðåãíàòè îïåðàòîðè, êîèòî ñà ñêàëàðíè è ìàòðè÷íè,

ïëþñ íÿêîè ñïåöèôè÷íè èç÷èñëåíèÿ. Â çàäà÷àòà çà ñîáñòâåíèòå ñòîé-

íîñòè

JHV = λV (2.3)

ïðåäïîëàãàìå, ÷å H = H∗ èìà dim(Ker(H) < ∞, êàêòî è êðàåí áðîé

îòðèöàòåëíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, n(H), êîåòî ïîíÿêîãà ñå íàðè÷à èí-

äåêñ íà Ìîðç íà îïåðàòîð H. Â äîïúëíåíèå, J ∗ = −J . Íåêà kr äà
å áðîÿò ïîëîæèòåëíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ñïåêòðàëíàòà çàäà÷à

(2.3) (ò.å áðîÿ íà ðåàëíèòå íåóñòîé÷èâîñòè èëè ðåàëíè ìîäåëè), kc å
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áðîÿò íà ÷åòâîðêèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ íåíóëåâè ðåàëíè è èìàãè-

íåðíè ÷àñòè, è k−i å áðîÿò íà äâîéêèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, êîèòî ñà

÷èñòî èìàãèíåðíè ñ îòðèöàòåëåí èíäåêñ íà Êðåéí. Çà èìàãèíåðíàòà

äâîéêà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ±iµ, µ 6= 0, è ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåê-

òîðè ~z =

(
z1

z2

)
. Èíäåêñúò íà Êðåéí å sgn(〈H~z, ~z〉).

Âàæíà ðîëÿ â òàçè òåîðèÿ èãðàå êðàéíîìåðíàòà ìàòðèöà D, äåôè-
íèðàíà ÷ðåç ñîáñòâåíè âåêòîðè íà (2.3). Ïî-êîíêðåòíî, ðàçãëåæäàìå

îáîáùåíîòî ÿäðî íà JH

gKer(JH) = span[(Ker(JH))l, l = 1, 2, . . .].

Íåêà dim(gKer(JH)) <∞. Èçáèðàìå áàçèñ â gKer(JH)	Ker(H) =

span[ηj, j = 1, . . . , N ]. Òîãàâà D ∈MN×N å äåôèíèðàíî ñ

D := {Dij}Ni,j=1 : Dij = 〈Hηi, ηj〉.

Ñëåäâàéêè [40], èìàìå ñëåäíàòà ôîðìóëà, ñâúðçàíà ñ áðîÿò íà "íå-

óñòîé÷èâîñòèòå"èëè èíäåêñ íà Õàìèëòîí íà çàäà÷àòà çà ñîáñòâåíèòå

ñòîéíîñòè íà (2.3) è èíäåêñèòå íà Ìîðç íà îïåðàòîðèòå H è D

kHam := kr + 2kc + 2k−i = n(H)− n(D). (2.4)

Çàáåëåæêà: Êàòî ñëåäñòâèå, àêî n(H) = 1, îò (2.4) ïîëó÷àâàìå

kc = k−i = 0 è

kr = 1− n(D). (2.5)

2.1 Óñòîé÷èâîñò íà dnoidal âúëíè çà íåëèíåéíî âúë-

íîâî óðàâíåíèå

Â òàçè ÷àñò ðàçãëåæäàìå ëèíåéíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè

îò dnoidal âèä çà íåëèíåéíîòî âúëíîâî óðàâíåíèå

utt − uxx + u− u3 = 0. (2.6)

Ïúðâî êîíñòðóèðàìå ïåðèîäè÷íè âúëíè, à ñëåä òîâà àíàëèçèðàìå óñòîé-

÷èâîñòòà èì. Òúðñèì ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ âúâ âèäà u(t, x) = ϕ(x−ct).
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Ñëåä çàìåñòâàíå â óðàâíåíèåòî (2.6), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ÎÄÓ çà ϕ,

−wϕ′′ + ϕ− ϕ3 = 0, (2.7)

êúäåòî w = 1− c2. Èíòåãðèðàéêè âåäíúæ, ïîëó÷àâàìå

ϕ′2 =
1

2w
(−ϕ4 + 2ϕ2 + a), (2.8)

êúäåòî a å êîíñòàíòàòà íà èíòåãðèðàíå.

Çà a < 0, äà îçíà÷èì ñ ϕ0 > ϕ1 > 0 ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè íà

−r4 + 2r2 + a = 0. Òîãàâà, ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ, ðåøåíèåòî å

ϕ(x) = ϕ0dn(αx, κ), (2.9)

è èìàìå ñëåäíèòå çàâèñèìîñòè ìåæäó ïàðàìåòðèòå

κ2 =
2ϕ2

0 − 2

ϕ2
0

, α2 =
1

2w
ϕ2
0 =

1

w(2− κ2)
. (2.10)

Òúé êàòî ôóíäàìåíòàëíèÿ ïåðèîä íà åëèïòè÷íàòà ôóíêöèÿ dn å

2K(k), òî ôóíäàìåíòàëíèÿò ïåðèîä íà ϕ å

2T =
2K(k)

α
.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà íàìåðèì óðàâíåíèå íà ëèíåàðèçàöèÿ. Ðàç-

ãëåæäàìå ïåðòóðáàöèè îò âèäà u = ϕ(x−ct)+v(t, x−ct), êúäåòî v(t, x)

å ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ ïî x ñ ôóíäàìåíòàëåí ïåðèîä 2T , è çàìåñòâà-

ìå â (2.1). Èçïîëçâàéêè (2.7) è ïðåìàõâàéêè âñè÷êè ÷ëåíîâå âúâ âèäà

O(v2), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ëèíåéíî óðàâíåíèå çà v

vtt − 2cvtx +H1v = 0, (2.11)

êúäåòî

H1 = −w∂2x + 1− 3ϕ2.

Òîâà å ñàìîñïðåãíàò îïåðàòîð âúðõó L2
per[−T ;T ] äåôèíèðàíî âD(H1) =

H2([−T ;T ]).

16



Äåôèíèöèÿ 2. Êàçâàìå, ÷å âúëíàòà ϕ å ëèíåéíî íåóñòîé÷èâî ðåøå-

íèå, àêî ñúùåñòâóâà 2T -ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ ψ ∈ D(H1) è λ : <λ > 0

òàêîâà, ÷å

λ2ψ − 2cλψx +H1ψ = 0. (2.12)

Â ïðîòèâåí ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å ϕ å óñòîé÷èâî.

Òúé êàòî â òîçè ñëó÷àé èçñëåäâàíåòî íà êâàäòðàòè÷íèÿ ñíîï (2.12)

íå å ìíîãî óäîáíî, çàòîâà ïðèâåæäàìå òîçè ñíîï â åêâèâàëåíòíà Õà-

ìèëòîíîâà çàäà÷à çà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè

JH~V = λ~V , ~V =

(
u

v

)
, (2.13)

êúäåòî

J =

(
0 1

−1 2c∂x

)
, H =

(
H1 0

0 1

)
.

Òåîðåìà 5. Ïåðèîäè÷íàòà âúëíà ϕ(x) äåôèíèðàíà â (2.9) å ëèíåéíî

íåóñòîé÷èâà çà âñè÷êè c : |c| < 1.

2.2 Óñòîé÷èâîñò íà âúëíè çà íåëèíåéíàòà ñèñòåìà

Â òàçè ÷àñò ðàçãëåæäàìå ëèíåéíà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè çà

íåëèíåéíà ñèñòåìà (2.2). Ïúðâî ïîëó÷àâàìå ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà

çà ïåðèîäè÷íè âúëíè. Ðàçñúæäåíèÿòà íè ñå îñíîâàâàò íà ñïåêòðàëåí

àíàëèç íà ðàçëè÷íè ñàìîñïðåãíàòè îïåðàòîðè, êàêòî ñêàëàðíè, òàêà è

ìàòðè÷íè. Àêî u(t, x) = ϕ(x − ct), v(t, x) = ψ(x − ct) ñà ïåðèîäè÷íè
ðåøåíèÿ íà (2.2), òî èìàìå ñëåäíàòà ñèñòåìà{

−wϕ′′ + ϕ− (ϕ2 + ψ2)ϕ = 0

−wψ′′ + ψ − (ϕ2 + ψ2)ψ = 0.
(2.14)

Ñëåäâàùàòà íè çàäà÷à å äà äîñòèãíåì äî ëèíåàðèçèðàíàòà çàäà÷à.

Ïîëàãàìå u(t, x) = ϕ(x−ct)+p(t, x−ct), v(t, x) = ψ(x−ct)+q(t, x−ct) â
(2.2), êúäåòî ôóíêöèèòå p è q ñà ïåðèîäè÷íè ñïðÿìî x ñ ïåðèîä êàêòî íà
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ïåðèîäè÷íèòå âúëíîâè ðåøåíèÿ. Ïðåíåáðåãâàéêè âñè÷êè êâàäðàòè÷íè

è ïî-âèñîêè ÷ëåíîâå ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî

~Utt − J ~Ut +H~U = 0, (2.15)

êúäåòî

~U = (p, q), J =

(
2c∂x 0

0 2c∂x

)
,

è

H =

(
−w∂xx + 1− 3ϕ2 − ψ2 −2ϕψ

−2ϕψ −w∂xx + 1− 3ψ2 − ϕ2

)
Ðàçãëåæäàéêè çàäà÷àòà çà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà (2.15), êîÿòî å

~U = eλt~V , äîñòèãàìå äî

λ2~V − λJ ~V +H~V = 0 (2.16)

Åêâèâàëåíòíîòî íà (2.16) å ñëåäíàòà Õàìèëòîíîâà çàäà÷à çà ñîáñ-

òâåíèòå ñòîéíîñòè

JH~V = λ~V , ~V =

(
u

v

)
∈ X ×X, (2.17)

êúäåòî

J =

(
02 I2

−I2 J

)
, H =

(
H 0

0 I2

)
.

Çà ñèñòåìàòà (2.2), ðàçãëåæäàìå ïåðèîäè÷íè âúëíè âúâ âèäà (ϕ(x −
ct), 0) è (ϕ(x− ct), ϕ(x− ct)).

2.2.1 Íåóñòîé÷èâîñò íà ïðîñòèòå âúëíè

Â òîçè ñëó÷àé èìàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå çà ϕ,

−wϕ′′ + ϕ− ϕ3 = 0

è ðåøåíèåòî ϕ å çàäàäåíî â (2.9).

Òåîðåìà 6. Ïðîñòèòå ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ (ϕ(x), 0) íà ñèñòåìà (2.2),

êúäåòî ϕ(x) äåôèíèðàíî îò (2.9) ñà ëèíåéíî íåóñòîé÷èâè çà âñè÷êè

c : |c| < 1.
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Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ëèíåéíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïîëó-ïðîñòèòå âúëíè

îò cnoidal âèä. Çà a > 0 è w > 0 óðàâíåíèå (2.8) èìà ðåøåíèå âúâ

ñëåäíèÿ âèä

ϕ(x) = ϕ0cn(αx, κ), |ϕ0| >
√

2 (2.18)

êúäåòî

κ2 =
ϕ2
0

2ϕ2
0 − 2

, α2 =
2ϕ2

0 − 2

2w
=

1

w(2κ2 − 1)
. (2.19)

Òúé êàòî ôóíäàìåíòàëíèÿ ïåðèîä íà cn å 4K(κ), òî ôóíäàìåíòàëíèÿ

ïåðèîä íà ϕ(x) å 2T = 4K(κ)
α .

Òåîðåìà 7. Ïåðèîäè÷íèòå âúëíîâè ðåøåíèÿ îò cnoidal òèï ñà ñïåê-

òðàëíî íåóñòîé÷èâè çà âñè÷êè

c2 <
[(2κ2 − 1)E(κ) + (1− κ2)K(κ)]2

3κ2(1− κ2)K2(κ)
.

2.2.2 Íåóñòîé÷èâîñò íà ïîëó-ïðîñòèòå âúëíè

Â òîçè ñëó÷àé ϕ óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî óðàâíåíèå

−wϕ′′ + ϕ− 2ϕ3 = 0. (2.20)

Ñëåä èíòåãðèðàíå, ïîëó÷àâàìå

ϕ′2 =
1

w
(−ϕ4 + ϕ2 + a), (2.21)

êúäåòî a å êîíñòàíòà íà èíòåãðèðàíåòî. Íåêà ñ ϕ0 > ϕ1 > 0 äà îçíà÷èì

ïîëîæèòåëíèòå êîðåíè íà −r4 + r2 + a = 0. Ñâåäåíî äî òðàíñëàöèÿ

ïîëó÷àâàìå

ϕ(x) = ϕ0dn(αx, κ), (2.22)

êúäåòî

κ2 =
2ϕ2

0 − 1

ϕ2
0

, α2 =
1

w
ϕ2
0 =

1

w(2− κ2)
. (2.23)

Òåîðåìà 8. Ïîëó-ïðîñòèòå ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ (ϕ(x), ϕ(x)) íà ñèñ-

òåìà (2.2), êúäåòî ϕ(x) å äåôèíèðàíî â (2.22) ñà ëèíåéíî íåóñòîé÷èâè

çà âñè÷êè c : |c| < 1.
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Ãëàâà 3

Ñïåêòðàëíà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè îò cnoidal òèï

ðåøåíèÿ íà åäíà ñèñòåìà íà Øðüîäèíãåð

Â òàçè ãëàâà ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ñèñòåìà íà Øðüîäèíãåð{
iut + uxx + k1|u|2u+ γv2u = 0

ivt + vxx + k2|v|2v + γu2v = 0,
(3.1)

êúäåòî k1, k2, γ ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè, u è v ñà ôóíêöèè ñ êîìï-

ëåêñíè ñòîéíîñòè.

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ôàìèëèÿ îò ïåðèîäè÷íè âúëíè

(u, v) = (eiwtφ(x), 0). (3.2)

êúäåòî φ(x) å ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ ñ ðåàëíè ñòîéíîñòè è w ðåàëåí

ïàðàìåòúð.

Ïúðâî ùå ïîñòðîèì ÿâíèòå ðåøåíèÿ âúâ âèä íà âúëíà, êîèòî ïî-

êúñíî ùå àíàëèçèðàìå çà óñòîé÷èâîñò. Ðàçãëåæäàìå ïîëó-ïðîñòèòå ïå-

ðèîäè÷íè âúëíè âúâ âèäà u = eiwtφ(x), v = 0. Ñëåä çàìåñòâàíå â

ñèñòåìà (3.1), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå

−wφ+ φ′′ + k1φ
3 = 0. (3.3)

Íåêà φ(x) = 1√
k1
ϕ(x). Çà ϕ èìàìå

ϕ′′ − wϕ+ ϕ3 = 0. (3.4)

Ñëåä èíòåãðèðàíå

ϕ′2 − wϕ2 +
1

2
ϕ4 = c. (3.5)
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Çà w > 0, c < 0, íåêà ϕ0 è −ϕ0 (ϕ0 > 0) ñà ðåàëíè êîðåíè, à iϕ1 è

−iϕ1 ñà êîìïëåêñíè êîðåíè íà ïîëèíîìà −z4 + 2wx+ c. Òîãàâà

ϕ′2 =
1

2
(ϕ2

0 − ϕ2)(−2w + ϕ2
0 + ϕ2).

Ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ èìàìå ñëåäíîòî ðåøåíèå

ϕ(x) = ϕ0cn(αx, κ), (3.6)

êúäåòî

κ2 =
ϕ2
0

2ϕ2
0 − 2w

, α2 = ϕ2
0 − w = − w

1− 2κ2
. (3.7)

Òúé êàòî ôóíäàìåíòàëíèÿ ïåðèîä íà cn(x) å 4K(κ), òîãàâà ôóíäà-

ìåíòàëíèÿ ïåðèîä íà ïåðèîäè÷íàòà ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëåíà îò (3.6) å

2T = 4K(κ)
α .

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ëèíåéíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïîëó-ïðîñòàòà ïåðè-

îäè÷íà âúëíà, ïî îòíîøåíèå íà ïåðòóðáàöèÿ ñúñ ñúùèÿ ïåðèîä, êàòî

íà ϕ.

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå ïåðòóðáàöèè ~u = eiwt(~Φ(x)+U(t, x)+iW (t, x)),

êúäåòî ~Φ = ( 1√
k1
ϕ, 0) è (U,W ) ∈ R4 ñà ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè ñ ôóíäà-

ìåíòàëåí ïåðèîä 2T . Ñëåä çàìåñòâàíå íà ~u â óðàâíåíèå (3.1) è ïðåíåá-

ðåãâàéêè íåëèíåéíèòå ÷ëåíîâå, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ëèíåéíî óðàâíå-

íèå
d

dt

(
U

W

)
= JL

(
U

W

)
. (3.8)

Îïåðàòîðèòå J è L ñà êàêòî ñëåäâà

J =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 , L =


L1 0 0 0

0 L3 0 0

0 0 L2 0

0 0 0 L4

 ,
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êúäåòî
L1 = −∂2x + (w − 3ϕ2),

L2 = −∂2x + (w − ϕ2),

L3 = −∂2x + (w − γ
k1
ϕ2),

L4 = −∂2x + (w + γ
k1
ϕ2).

(3.9)

Äà îòáåëåæèì, ÷å J å àíòè-ñèìåòðè÷åí îïåðàòðîð (J ∗ = −J ), à L å

ñàìîñïðåãíàò îïåðàòîð (L∗ = L). Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ γ = k1, ò.å.

êîãàòî L3 = L2. Èìàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò, ñâúðçàí ñúñ ñïåêòúðà íà

îïåðàòîð L.

Òâúðäåíèå 1. Çà γ = k1 áðîÿò íà îòðèöàòåëíèòå ñîáñòâåíè ñòîé-

íîñòè íà îïåðàòîð L å ÷åòèðè (n(L) = 4). ßäðîòî íà L å òðèìåðíî

(dim kerL = 3) ñ áàçèñ ~ψ1 = (ϕ′, 0, 0, 0), ~ψ2 = (0, 0, ϕ, 0), ~ψ3 = (0, ϕ, 0, 0)

Äåôèíèöèÿ 3. Ðåøåíèåòî (eiwt 1√
k1
ϕ, 0) å ñïåêòðåàëíî íåóñòîé÷èâî,

àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ íà JL ñ ïîëîæè-

òåëíà ðåàëíà ÷àñò.

Ïúðâî, ùå ïðåäñòàâèì òåîðèÿòà, ðàçðàáîòåíà â [36, 37] çà èçñëåäâàíå

íà ñïåêòðàëíàòà çàäà÷à

JLu = λu, (3.10)

êîÿòî ùå ïðèëîæèì êúì íàøàòà çàäà÷à (3.8). Ïðåäñòàâÿìå ñàìî ñëåä-

ñòâèå îò ðåçóëòàòèòå, êîåòî îòãîâàðÿ íà íàøèòå öåëè. Íåêà L èìà êðà-

åí áðîé îòðèöàòåëíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè n(L) < ∞ è J : Ker(L) →
Ker(L)⊥. Íåêà Lψi = 0 è V å ìàòðèöà ñ åëåìåíòè Vij = 〈L−1Jψi,Jψj〉.
Çà ñàìîñïðåãíàòèÿ îïåðàòîð L, äåôèíèðàìå áðîÿ íà îòðèöàòåëíèòå

ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ

n(L) = #{λ ∈ (−∞, 0) ∩ σ(H)

Âàëèäíà å ñëåäíàòà ôîðìóëà ïîëó÷åíà â [37]

kr + 2kc + 2k− = n(L)− n(V ), (3.11)
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êúäåòî kr å áðîÿò íà ïîëîæèòåëíèòå ðåøåíèÿ λ, kc å áðîÿò íà ðåøåíè-

ÿòà λ ñ íåíóëåâà ðåàëíà è èìàãèíàðíà ÷àñò, à k− å áðîÿò íà äâîéêèòå ñ

÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ îòðèöàòåëåí èíäåêñ íà Êðåéí.

Çàáåëåæêà: Íåîòðèöàòåëíèòå öåëè ÷èñëà kc, k− ñà ÷åòíè. Òîåñò,

àêî n(L) = 1, îò (3.11) ñëåäâà, ÷å kc = k− = 0 è

kr = 1− n(V ). (3.12)

Îùå ïîâå÷å, àêî äÿñíàòà ÷àñò íà (3.11) å íå÷åòíî ÷èñëî, òîãàâà kr ≥ 1

è èìàìå íåóñòîé÷èâîñò.

Èçïîëçâàéêè òàçè òåîðèÿ, èìàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 9. Íåêà γ = k1. Ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ (eiwt 1√
k1
ϕ, 0), êúäåòî

ϕ å çàäàäåí â (3.6) ñà ëèíåéíî íåóñòîé÷èâè.
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Ñïðàâêà ïðèíîñè

Â äèñåðòàöèÿòà ñå ðàçãëåæäà ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ñòàöèîíàð-

íè âúëíè çà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ íà Êëåéí-Ãîðäîí. Ïîñòðîåíè ñà ïå-

ðèîäè÷íè ñòàöèîíàðíè âúëíè îò dnoidal è cnoidal òèï. Èçïîëçâàéêè òå-

îðèÿòà çà èíäåêñà íà íåóñòîé÷èâîñò íà êâàäðàòè÷åí ñíîï ñà èçñëåäâàíè

ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïðîñòè è ïîëó-ïðîñòè âúëíè îò dnoidal è

cnoidal òèï.

Ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà çà ëèíåéíàòà/ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà

äâèæåùè ñå âúëíè çà íåëèíåéíî âúëíîâî óðàâíåíèå è ñèñòåìà îò âúë-

íîâè óðàâíåíèÿ. Ïúðâî ñà êîíñòðóèðàíè ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ. Èç-

ïîëçâàéêè òåîðèÿòà çà èíäåêñà íà íåóñòîé÷èâîñò íà Õàìèëòîíîâà ñïåê-

òðàëíà çàäà÷à ñà íàìåðåíè óñëîâèÿ çà ïàðàìåòðèòå íà ðåøåíèÿòà íà

ïåðèîäè÷íèòå âúëíè ïðè êîèòî òå ñà íåóñòîé÷èâè.

Ðàçãëåäàíà å ñïåêòðàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ïåðèîäè÷íè âúëíè îò

cnoidal òèï, ðåøåíèÿ íà åäíà ñèñòåìà íà Øðüîäèíãåð. Ïúðâî ñà êîíñ-

òðóèðàíè ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ çà ñèñòåìàòà. Ñëåä òîâà å èçñëåäâàí

ñïåêòúðúò íà îïåðàòîðà íà ëèíåàðèçàöèÿ è èçïîëçâàéêè òåîðèÿòà çà

Õàìèëòîíîâàòà ñïåêòðàëíà çàäà÷à å ïîêàçàíî, ÷å âúëíèòå ñà íåóñòîé-

÷èâè.
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Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàë äà èçðàçÿ ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò è ïðèçíàòåëíîñò êúì ìîÿ íà-

ó÷åí ðúêîâîäèòåë ïðîô. ä.ì.í. Ñåâäæàí Àõìåäîâ Õàêêúåâ çà ñúâìåñò-

íàòà ðàáîòà, ñúäåéñòâèåòî è îòçèâ÷èâîñòòà ìó, èíòåðåñà è âíèìàíèåòî

êúì ìîÿòà ðàáîòà.

Áëàãîäàðåí ñúì íà êîëåãèòå ìè îò êàòåäðà Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ êúì

Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Øóìåíñêèÿ óíèâåðñèòåò

çà ïîäêåïàòà è óêàçàíàòà ïîìîù.
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