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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è ïðåäëîæåí çà çàùèòà íà ðàç-
øèðåíî çàñåäàíèå íà êàòåäðà ½Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ� êúì Ôàêóëòåòà
ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Øóìåíñêèÿ óíèâåðñèòåò ½Åïèñêîï
Êîíñòàíòèí Ïðåñëàâñêè�, ïðîâåäåíî íà 05.12.2022 ã.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñå ñúñòîè îò óâîä, òðè ãëàâè, àâòîðñêà ñïðàâ-
êà, ñïèñúê íà ïóáëèêàöèèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, àïðîáàöèÿ
íà ðåçóëòàòèòå è ñïèñúê íà èçïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà. Èçïîëçâàíàòà
ëèòåðàòóðà ñúäúðæà 48 çàãëàâèÿ. Îáùèÿò îáåì íà äèñåðòàöèîííèÿ
òðóä å 119 ñòðàíèöè.

Íîìåðàöèÿòà íà îïðåäåëåíèÿòà, òåîðåìèòå è ôîðìóëèòå, êàêòî è öè-
òèðàíèÿòà â àâòîðåôåðàòà ñúâïàäàò ñúñ ñúîòâåòíàòà íîìåðàöèÿ íà
îïðåäåëåíèÿòà, òåîðåìèòå, ôîðìóëèòå è öèòèðàíèÿòà â äèñåðòàöè-
îííèÿ òðóä.

Ïóáëè÷íàòà çàùèòà å íàñðî÷åíà íà 10.02.2022 ã. îò 14 ÷àñà â çà-
ëà 323 â êîðïóñ 3 íà Øóìåíñêèÿ óíèâåðñèòåò ½Åïèñêîï Êîíñòàíòèí
Ïðåñëàâñêè� íà îòêðèòî çàñåäàíèå íà íàó÷íîòî æóðè.
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Óâîä

Ðàâíèííèòå è ïðîñòðàíñòâåíèòå êðèâè èìàò ðàçëè÷íè ïðèëî-
æåíèÿ â ðàçëè÷íè êëîíîâå íà èíæèíåðñòâîòî è àðõèòåêòóðàòà. Ëî-
ãàðèòìè÷íàòà ñïèðàëíà àíòåíà è ëîãàðèòìè÷íàòà ñïèðàëíà ïðåäàâ-
êà ñà ñâúðçàíè ñ èçâåñòíàòà ðàâíèííà êðèâà, íàðå÷åíà ëîãàðèòìè÷-
íà ñïèðàëà. Åâîëâåíòàòà íà îêðúæíîñò å äðóãà ðàâíèííà ñïèðàëà ñ
âàæíà ðîëÿ â ìàøèíîñòðîåíåòî (âèæ Ëèó [33], Ëèó [34] è Ðàäçåâè÷
[41]). Âåðèæêàòà å ðàâíèííà êðèâà, ÷èÿòî ôîðìà ñå ïîÿâÿâà â êîí-
ñòðóêöèèòå íà ìîñòîâå è åëåêòðîïðîâîäè. Îïèñàíèå è ïðèëîæåíèÿ
íà âåðèæêàòà ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â Ëþèñ [31] è Îñåðìàí [38].
Öèëèíäðè÷íèòå âèíòîâè ëèíèè è êîíè÷íèòå òàêèâà ñà ïðîñòðàíñòâå-
íè ñïèðàëè, êîèòî ñà ïðèëîæèìè çà çúáíèòå ïðåäàâêè è çà àíòåíèòå
(âèæ íàïðèìåð ×åí [11], Òàí [44] è Çõîó [48]). Ïîëó÷àâàíåòî íà íî-
âà êðèâà îò äàäåíà ïðàâèëíà êðèâà å âàæíî ñðåäñòâî, èçïîëçâàíî
â êîìïþòúðíàòà ãðàôèêà è êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå. Ïðèìåðè çà
òàêîâà êîíñòðóèðàíå íà íîâè ëèíèè ñà îôñåòîâèòå êðèâè íà äàäåíà
ðàâíà êðèâà è ôîêàëíàòà êðèâà íà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà.

Êðèâà íà Ôðåíå â n-ìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En (n ≥ 3) å
ïàðàìåòðè÷íî çàäàäåíà êðèâà îò êëàñ Cn, ÷èèòî ïðîèçâîäíè äî ðåä
n âêëþ÷èòåëíî ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò íà
ïàðàìåòúðà. Òàêàâà êðèâà îïðåäåëÿ áàçèñ íà Ôðåíå, ñúñòîÿù ñå îò
åäèíè÷íà äîïèðàòåëíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ T è n − 1 åäèíè÷íè íîð-
ìàëíè âåêòîðíè ôóíêöèè Ni, i = 1, . . . , n − 1. Çà ïðîèçâîëíà ñòîé-
íîñò íà ïàðàìåòúðà, n-òîðêàòà âåêòîðè T, N1, . . . ,Nn−1 îáðàçóâà
ïîëîæèòåëíî îðèåíòèðàí îðòîíîðìèðàí áàçèñ â Rn. Âñÿêà êðèâà íà
Ôðåíå îïðåäåëÿ (n−1) ðåàëíîçíà÷íè ôóíêöèè κ1 > 0, . . . , κn−2 > 0,
κn−1 6= 0 íàðå÷åíè êðèâèíè (èçâåñòíè ñúùî êàòî Åâêëèäîâè êðèâèíè
èëè êðèâèíè íà Ôðåíå). Âðúçêèòå ìåæäó áàçèñà íà Ôðåíå è êðèâè-
íèòå ñå èçðàçÿâàò ñ òàêà íàðå÷åíèòå óðàâíåíèÿ íà Ôðåíå-Ñåðåò. Äâà
ïîäõîäà çà îïðåäåëÿíå íà áàçèñà íà Ôðåíå è èç÷èñëÿâàíå íà êðèâè-
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íèòå íà êðèâèòå íà Ôðåíå ñà ïðåäñòàâåíè îò Ãëþê [25] è îò Áàí÷îâ
è Ëîâåò [8].

Íàìèðàíåòî íà ôîêàëíàòà êðèâà íà äàäåíà êðèâà íà Ôðåíå å
âàæíà çàäà÷à â äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ íà êðèâèòå. Ôîêàëíàòà
êðèâà å ãåîìåòðè÷íîòî ìÿñòî îò öåíòðîâå íà îñêóëà÷íèòå õèïåðñ-
ôåðè íà äàäåíàòà êðèâà íà Ôðåíå. Ïàðàìåòðèçàöèÿòà íà ôîêàëíà-
òà êðèâà ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà ÷ðåç ïàðàìåòðèçàöèÿòà, ãëàâíèòå
íîðìàëíè âåêòîðè è êðèâèíèòå íà ðàçãëåæäàíàòà êðèâà. Òåçè è äðó-
ãè âàæíè ñâîéñòâà íà ôîêàëíèòå êðèâè ñà ðàçãëåäàíè ïîäðîáíî îò
Óðèáå-Âàðãàñ [46]. Ïî-ñïåöèàëíî òîé äîêàçâà, ÷å ôîêàëíèòå êðèâè
íà ñàìîêîíãðóåíòíèòå êðèâè ñúùî ñà ñàìîêîíãðóåíòíè êðèâè. Èìà
äîïúëíèòåëíè ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè ïðè èçñëåäâàíåòî íà ôîêàëíèòå
êðèâè íà ðàçëè÷íè êëàñîâå êðèâè íà Ôðåíå. Åí÷åâà è Ãåîðãèåâ [18]
ïîêàçàõà, ÷å ôîêàëíàòà êðèâà íà âñÿêà ñàìîïîäîáíà êðèâà â En ñúùî
å ñàìîïîäîáíà êðèâà â En. Îçòþðê è Àðñëàí [39] äîêàçâàò, ÷å ôî-
êàëíàòà êðèâà íà êðèâà â En ñ ïîñòîÿííè îòíîøåíèÿ íà êðèâèíèòå
å ñúùî êðèâà ñ ïîñòîÿííè îòíîøåíèÿ íà êðèâèíèòå. Îçòþðê è äðó-
ãè [40] èçñëåäâàò ôîêàëíèòå êðèâè íà òàêà íàðå÷åíèòå k-íàêëîíåíè
ñïèðàëè â Em+1.

Âèíòîâàòà ëèíèÿ å èçâåñòíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà, êîÿòî èìà
çàáåëåæèòåëíè ñâîéñòâà. Òàçè êðèâà ëåæè âúðõó êðúãîâèÿ öèëèí-
äúð è äîïèðàòåëíèÿò �è âåêòîð â ïðîèçâîëíà íåéíà òî÷êà ñêëþ÷-
âà ïîñòîÿíåí úãúë ñ îñòà íà öèëèíäúðà. Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà
âèíòîâàòà ëèíèÿ ñà íåíóëåâè êîíñòàíòè. Ñúùåñòâóâà îáîáùåíèå íà
âèíòîâàòà ëèíèÿ, êîåòî ñå íàðè÷à öèëèíäðè÷íà ñïèðàëà èëè îáîá-
ùåíà âèíòîâà ëèíèÿ. Òàçè ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà, ëåæàùà âúðõó öè-
ëèíäúðà, èìà äîïèðàòåëåí âåêòîð, êîéòî ñêëþ÷âà ïîñòîÿíåí úãúë ñ
ïîñòîÿííî íàïðàâëåíèå. Èçóìèÿ è Òàêåó÷è èçñëåäâàò öèëèíäðè÷íè-
òå ñïèðàëè [27]. Â äðóãà òÿõíà ñòàòèÿ [29] òå âúâåæäàò íîâ êëàñ ëè-
íèè, êîèòî íàðè÷àò íàêëîíåíè (slant) ñïèðàëè. Íàêëîíåíàòà ñïèðàëà
å ïðàâèëíà ëèíèÿ, íà êîÿòî ãëàâíèÿò íîðìàëåí âåêòîð â ïðîèçâîëíà
òî÷êà îò ëèíèÿòà ñêëþ÷âà ïîñòîÿíåí úãúë ñ ïîñòîÿííî íàïðàâëåíèå.
Ñúùî òàêà Èçóìèÿ è Òàêåó÷è ïîêàçâàò, ÷å âñÿêà âèíòîâà ëèíèÿ å è
íàêëîíåíà ñïèðàëà, òúé êàòî ãëàâíèÿò íîðìàëåí âåêòîð íà ëèíèÿòà
â ïðîèçâîëíà íåéíà òî÷êà å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà îñòà �è. Ñúùåñòâóâàò
ìíîãî ïðèëîæåíèÿ íà âèíòîâàòà ëèíèÿ â ìàòåìàòèêàòà, ôèçèêàòà è
òåõíè÷åñêèòå íàóêè (âèæ [10], ñòp. 378).

Ïðåç ïîñëåäíîòî äåñåòèëåòèå ðàçëè÷íè êðèâè, ñâúðçàíè ñ êðèâà
íà Ôðåíå â E3, ñà áèëè îáøèðíî ïðîó÷åíè. ×îé è Êèì [12] èçñëåä-
âàõà íÿêîè èíòåãðàëíè êðèâè, íàðå÷åíè ãëàâíè (áèíîðìàëíè) óïðà-
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âèòåëíè êðèâè è ãëàâíè (áèíîðìàëíè) äîíîð-êðèâè, êîèòî ñà êðèâè
ñâúðçàíè, ñ êðèâà íà Ôðåíå â E3. Òå ïîëó÷èõà âðúçêèòå ìåæäó êðè-
âèíàòà è òîðçèÿòà íà áàçèñíàòà êðèâà è êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà
ñïîìåíàòèòå ïî-ãîðå êðèâè. Òå ñúùî òàêà õàðàêòåðèçèðàò ñïåöèàëíè
êðèâè, èçâåñòíè êàòî îáîáùåíè âèíòîâè ëèíèè (èëè îáîáùåíè ñïè-
ðàëè) è íàêëîíåíè ñïèðàëè, ïî îòíîøåíèå íà ãëàâíèòå (áèíîðìàëíè)
óïðàâèòåëíè êðèâè è ãëàâíèòå (áèíîðìàëíè) äîíîð êðèâè. Íàñêîðî
Äåøìóê è äðóãè [14] ïîëó÷èõà âðúçêè ìåæäó íÿêîëêî êëàñà êðèâè
íà Ôðåíå â E3. Åäèí îò òåõíèòå èíòåðåñíè ðåçóëòàòè å, ÷å ñúùåñò-
âóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà âèíòîâà ëèíèÿ (êðúãîâà ñïèðàëà), ò.å.
êðèâà ñ ïîñòîÿííè íåíóëåâè êðèâèíà è òîðçèÿ, êîÿòî å ñâúðçàíà ñ
íåñïèðàëíà êðèâà â E3 îò êëàñ Ck, k ≥ 4, ò.å. êðèâà ñ íåïîñòîÿííî
îòíîøåíèå íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà. Ïî òîçè íà÷èí ñà ïðåäñòàâåíè íî-
âè õàðàêòåðèñòèêè íà íàêëîíåíèòå ñïèðàëè, êðèâèòå íà Ñàëêîâñêè,
ñôåðè÷íèòå êðèâè è ðåêòèôèöèðàùèòå êðèâè. Ñâúðçàíèòå êðèâè ñ
êðèâèòå íà Ôðåíå â E3 ñúùî ñà èçñëåäâàíè è â ñòàòèè [15], [35], [37]
è [13].

Åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò, àêî ðàçøèðèì êëàñà íà îáîáùå-
íèòå âèíòîâè ëèíèè äî êëàñà íà öèëèíäðè÷íèòå êðèâè, êàêâè áèõà
áèëè âðúçêèòå ìåæäó äèôåðåíöèàëíî ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà
òîçè êëàñ êðèâè è ñúîòâåòíèòå èì ôîêàëíè ëèíèè. Àêî êëàñà íà
öèëèíäðè÷íèòå êðèâè å ïîëó÷åí äèðåêòíî îò ðàâíèííè êðèâè ÷ðåç
äîáàâÿíå íà òðåòà êîîðäèíàòíà ôóíêöèÿ f(t), ìîæåì ëè äà íàìåðèì
âðúçêè ìåæäó äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ïîðàæ-
äàùàòà ðàâíèííà êðèâà, ñúîòâåòíàòà �è öèëèíäðè÷íà êðèâà è íåéíà-
òà ôîêàëíà. À àêî ïîðàæäàùàòà êðèâà å ïðîñòðàíñòâåíà, êàêâè áèõà
áèëè òåçè âðúçêè. Öåëòà íà òîçè äèñåðòàöèîíåí òðóä å äà äàäå îòãî-
âîð íà òåçè âúïðîñè.

Äèñåðòàöèÿòà å îðãàíèçèðàíà â òðè ãëàâè. Â ïúðâàòà ãëàâà Ãåî-
ìåòðèÿ íà öèëèíäðè÷íè êðèâè íàä ðàâíèííè êðèâè èçñëåäâà-
ìå òèï öèëèíäðè÷íè êðèâè, ïîëó÷åíè äèðåêòíî îò ðàâíèííè êðèâè.
Ïúðâèòå äâå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè íà òàêàâà öèëèíäðè÷íà êðèâà
ñúâïàäàò ñ êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà ðàâíèííàòà êðèâà. Òðåòàòà
êîîðäèíàòíà ôóíêöèÿ íà òàçè ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà å èëè ïàðàìåòú-
ðà t íà êðèâàòà, èëè ïîäõîäÿùà íåãîâà ôóíêöèÿ. Êëàñúò íà òàêà ïî-
ëó÷åíèòå öèëèíäðè÷íè êðèâè ñúäúðæà â ñåáå ñè êëàñà íà îáîáùåíè-
òå âèíòîâè ëèíèè. Íèå èçñëåäâàìå âðúçêèòå ìåæäó äèôåðåíöèàëíî-
ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ðàâíèííàòà êðèâà è äèôåðåíöèàëíî-
ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ñúîòâåòíàòà �è öèëèíäðè÷íà êðèâà.
Íåùî ïîâå÷å, ïîëó÷àâàìå è ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ôîêàë-
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íèòå êðèâè íà òåçè öèëèíäðè÷íè êðèâè. Ãëàâà 1 å îðãàíèçèðàíà
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïúðâàòà ÷àñò å ïîñâåòåíà íà èçñëåäâàíåòî íà
äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà öèëèíäðè÷íèòå êðè-
âè ïî îòíîøåíèå íà ãðóïàòà íà åâêëèäîâèòå äâèæåíèÿ è ãðóïàòà íà
äèðåêòíèòå ïîäîáíîñòè. Âúâ âòîðàòà ÷àñò å ïðåäñòàâåí àëãîðèòúì çà
êîíñòðóèðàíåòî íà ôîêàëíè êðèâè íà öèëèíäðè÷íè êðèâè. Â òðåòà-
òà ÷àñò ïðåäñòàâÿìå îáîáùåíà êîíñòðóêöèÿ íà öèëèíäðè÷íà êðèâà
è èçâåæäàìå äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå �è èíâàðèàíòè ÷ðåç òåçè
íà ðàâíèííàòà êðèâà. Â ïîñëåäíàòà ÷àñò ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíè-
ÿòà ìåæäó êëàñîâå öèëèíäðè÷íè êðèâè è òåõíèòå ôîêàëíè êðèâè.

Âúâ âòîðàòà ãëàâà Ôîêàëíè êðèâè íà ãåîäåçè÷íè ëèíèè
âúðõó îáîáùåíè öèëèíäðè÷íè ïîâúðõíèíè, ðàâíèííà êðèâà,
îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, å ñâúðçàíà ñ åäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà. Ïðåäëîæåíàòà êîíñòðóêöèÿ
ìîæå äà áúäå ðàçäåëåíà â òðè îñíîâíè ñòúïêè. Ïúðâî, äàäåíàòà ðàâ-
íèííà êðèâà, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ñå ïàðàìåòðèçèðà
ïîâòîðíî, òàêà ÷å êðèâàòà ñ íîâàòà ïàðàìåòðèçàöèÿ èìà äîïèðàòåëåí
âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√

2
. Âòîðî, íèå äåôèíèðàìå åäíîçíà÷íî

îïðåäåëåíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìå-
òúð, êîÿòî å ãåîäåçè÷íà âúðõó ïðàâèÿ îáîáùåí öèëèíäúð íàä ðàâíè-
íàòà êðèâà, ÷èèòî äîïèðàòåëåí âåêòîð èìà ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√

2
.

Íà òðåòî ìÿñòî, èçñëåäâàìå ôîêàëíàòà êðèâà íà òàêà ïîëó÷åíàòà
ãåîäåçè÷íà êðèâà. Ïî òî÷íî, íàìèðàìå ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå
íà ôîêàëíàòà êðèâà è èçðàçÿâàìå íåéíèòå êðèâèíà è òîðçèÿ ÷ðåç
ðàâíèííàòà êðèâèíà íà ðàâíèííàòà êðèâà, äîïèðàòåëíèÿò âåêòîð íà
êîÿòî èìà ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√

2
. Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà ñà èíâà-

ðèàíòè íà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ïî îòíîøåíèå íà ãðóïàòà
íà åâêëèäîâèòå äâèæåíèÿ, çàïàçâàùè îðèåíòàöèÿòà íà òðèìåðíîòî
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E3. Èçñëåäâàìå è èíâàðèàíòèòå íà ðàçãëåæ-
äàíàòà ãåîäåçè÷íà êðèâà è íåéíàòà ôîêàëíà, ñïðÿìî ãðóïàòà íà äè-
ðåêòíèòå ïîäîáíîñòè. Òåçè èíâàðèàíòè ñå íàðè÷àò øåéï êðèâèíà è
øåéï òîðçèÿ.

Ãëàâà 2 å îðãàíèçèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Â íà÷àëîòî, ïðèïîì-
íÿìå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà íà äèôåðåíöèàëíî ãåîìåòðè÷íè èíâà-
ðèàíòè íà ðàâíèííè è ïðàâèëíè ïðîñòðàíñòâåíè êðèâè (âèæ Ñòà-
íèëîâ [1]). Ñëåä òîâà îïèñâàìå îñíîâíàòà êîíñòðóêöèÿ çà îïðåäåëÿ-
íå íà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà îò äàäåíà ðàâíèííà êðèâà,
îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Èçðàçÿâàìå â ÿâåí âèä âðúç-
êèòå ìåæäó ðàâíèííàòà êðèâèíà íà ïúðâîíà÷àëíà ðàâíèííà êðè-
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âà è äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ïîëó÷åíàòà íîâà
ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà. Â ïðîäúëæåíèåòî îáñúæäàìå íÿêîëêî èëþñ-
òðàòèâíè ïðèìåðà. Íàêðàÿ çàâúðøâàìå ñúñ çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè.

Â òðåòà ãëàâàÎáîáùåíè ôîêàëíè êðèâè íà êðèâè íà Ôðå-
íå â òðèìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâÿìå íîâà êîí-
ñòðóêöèÿ íà ïàðàìåòðèçèðàíà êðèâà â E3, ïîëó÷åíà îò äàäåíà êðèâà
íà Ôðåíå îò êëàñ C4 â E3, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.
Òàçè êîíñòðóêöèÿ å ðàçäåëåíà íà òðè ïîñëåäîâàòåëíè ÷àñòè. Â íà÷à-
ëîòî, äàäåíàòà êðèâà â E3 ïîðàæäà êðèâà íà Ôðåíå â E4, îòíåñåíà
ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Ñëåä òîâà ôîêàëíàòà êðèâà â E4 íà ïî-
ëó÷åíàòà êðèâà â E4 ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïàðàìåòðè÷íî. È íàêðàÿ,
îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà òàçè ôîêàëíà êðèâà âúâ ôèêñèðàíà õè-
ïåððàâíèíà â E4 ñå èäåíòèôèöèðà ñ êðèâà â E3, íàðå÷åíà îáîáùåíà
ôîêàëíà êðèâà íà äàäåíà êðèâà íà Ôðåíå â E3. Ïðåìèíàâàíåòî îò
êðèâà íà Ôðåíå â E3 êúì êðèâà íà Ôðåíå â E4 çàâèñè îò òèïà íà ïúð-
âîíà÷àëíàòà êðèâà. Ðàçãëåæäàìå ñëåäíèòå òðè òèïà êðèâè íà Ôðåíå
â E3:
1. Íåñïèðàëíè êðèâè, òîåñò êðèâè íà Ôðåíå, çà êîèòî îòíîøåíèåòî
íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà å ðàçëè÷íî îò êîíñòàíòà;
2. Îáîáùåíè ñïèðàëè (îáîáùåíè âèíòîâè ëèíèè), ðàçëè÷íè îò êðúãî-
âèòå ñïèðàëè (âèíòîâèòå ëèíèè), òîåñò êðèâè íà Ôðåíå ÷èèòî, êðè-
âèíà è òîðçèÿ ñà ðàçëè÷íè îò êîíñòàíòà, íî îòíîøåíèåòî íà òîðçèÿ
êúì êðèâèíà å ðàâíî íà êîíñòàíòà;
3. Êðúãîâè ñïèðàëè (âèíòîâè ëèíèè), òîåñò êðèâè íà Ôðåíå ñ íåíó-
ëåâè êðèâèíà è òîðçèÿ ðàâíè íà êîíñòàíòà.
Ïðåäëîæåíàòà êîíñòðóêöèÿ å ïðèäðóæåíà îò ïîäðîáåí àëãîðèòúì è
ïîäõîäÿùè ïðèìåðè.

Ãëàâà 3 å îðãàíèçèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Â ïúðâèÿ ðàçäåë ñà
îïèñàíè äåôèíèöèè è îñíîâíè ôàêòè îòíîñíî êðèâèòå íà Ôðåíå è
òåõíèòå ôîêàëíè êðèâè â Åâêëèäîâèòå ïðîñòðàíñòâà E3 è E4. Ñëåä
òîâà e ïðåäñòàâåíà êîíñòðóêöèÿ, â òðè ñòúïêè, çà îïðåäåëÿíå íà
ïàðàìåòðèçèðàíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà îò äàäåíà êðèâà íà Ôðåíå
â E3, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Îñíîâíàòà ÷àñò îò òàçè
êîíñòðóêöèÿ, ò.å. ïîëó÷àâàíåòî íà êðèâà íà Ôðåíå â E4 îò êðèâà íà
Ôðåíå â E3, å ïîäðîáíî îïèñàíà. Êîíñòðóêöèÿòà å ïðèäðóæåíà îò
àëãîðèòúì, êîéòî îáõâàùà âñè÷êè ñëó÷àè íà êðèâà íà Ôðåíå â E3.
Â ïðîäúëæåíèåòî ñà ðàçãëåäàíè òðè èëþñòðàòèâíè ïðèìåðà, êàòî
ãëàâàòà çàâúðøâà ñúñ çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè.
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Îáçîð íà äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò óâîä è 3 ãëàâè. Ñëåäâà êðàòêî ïðåä-
ñòàâÿíå íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.

Ãëàâà 1. Ãåîìåòðèÿ íà öèëèíäðè÷íè êðèâè íàä ðàâíèí-
íè êðèâè

Â ïúðâàòà ãëàâà ñà èçñëåäâàíè òèï öèëèíäðè÷íè êðèâè, ïîëó÷å-
íè äèðåêòíî îò ðàâíèííè êðèâè. Ïúðâèòå äâå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè
íà òàêàâà öèëèíäðè÷íà êðèâà ñúâïàäàò ñ êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà
ðàâíèííàòà êðèâà. Òðåòàòà êîîðäèíàòíà ôóíêöèÿ íà òàçè ïðîñòðàí-
ñòâåíà êðèâà å èëè ïàðàìåòúðà t íà êðèâàòà, èëè ïîäõîäÿùà íåãîâà
ôóíêöèÿ. Êëàñúò íà òàêà ïîëó÷åíèòå öèëèíäðè÷íè êðèâè ñúäúðæà
â ñåáå ñè êëàñà íà îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè. Èçñëåäâàíè ñà âðúçêè-
òå ìåæäó äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ðàâíèííàòà
êðèâà è äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ñúîòâåòíàòà
�è öèëèíäðè÷íà êðèâà. Íåùî ïîâå÷å, ïîëó÷åíî å è ïàðàìåòðè÷íîòî
ïðåäñòàâÿíå íà ôîêàëíèòå êðèâè íà òåçè öèëèíäðè÷íè êðèâè. Ãëà-
âà 1 å îðãàíèçèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Ïúðâàòà ÷àñò å ïîñâåòåíà íà
èçñëåäâàíåòî íà äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà öè-
ëèíäðè÷íèòå êðèâè ïî îòíîøåíèå íà ãðóïàòà íà åâêëèäîâèòå äâèæå-
íèÿ è ãðóïàòà íà äèðåêòíèòå ïîäîáíîñòè. Âúâ âòîðàòà ÷àñò å ïðåä-
ñòàâåí àëãîðèòúì çà êîíñòðóèðàíåòî íà ôîêàëíè êðèâè íà öèëèíä-
ðè÷íè êðèâè. Â òðåòàòà ÷àñò å ïðåäñòàâåíà îáîáùåíà êîíñòðóêöèÿ
íà öèëèíäðè÷íà êðèâà è ñà èçâåäåíè äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå
�è èíâàðèàíòè, ÷ðåç òåçè íà ðàâíèííàòà êðèâà. Â ïîñëåäíàòà ÷àñò
ñà ðàçãëåäàíè èçîáðàæåíèÿòà ìåæäó êëàñîâå öèëèíäðè÷íè êðèâè è
òåõíèòå ôîêàëíè êðèâè.
Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Íåêà α = α(t), t ∈ I ⊆ R å ðàâíèííà C3 êðèâà
â åâêëèäîâàòà ðàâíèíà E2 ≡ O~e1~e2 ñ âåêòîðíî ïàðàìåòðè÷íî óðàâ-
íåíèå α(t) = (x(t), y(t), 0), ïàðàìåòðèçèðàíà îòíîñíî ïðîèçâîëåí ïà-
ðàìåòúð t ∈ I. Òîãàâà ïðîñòðàíñòâåíàòà êðèâà γ = γ(t), t ∈ I ñ
ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

(1) γ(t) = (x(t), y(t), b.t) = α(t) + b.t.~e3, b = const

ùå íàðè÷àìå öèëèíäðè÷íà êðèâà íàä ðàâíèííàòà êðèâà α(t).

Öèëèíäðè÷íàòà ñïèðàëà (îáîáùåíàòà âèíòîâà ëèíèÿ) å ïðàâèë-
íà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà â E3, ÷èèòî äîïèðàòåëíè âåêòîðè ñêëþ÷âàò
ïîñòîÿíåí úãúë ñ ïîñòîÿííî íàïðàâëåíèå. Íå å òðóäíî äà ñå ïîêà-
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æå,÷å ïðîèçâîëíà öèëèíäðè÷íàòà ñïèðàëà (îáîáùåíàòà âèíòîâà ëè-
íèÿ) èìà ïàðàìåòðèçàöèÿ îò âèäà (1).

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà îòãîâîð íà âúïðîñà ìîæåì ëè äà íàìå-
ðèì âðúçêà ìåæäó åâêëèäîâèòå êðèâèíà κ = κ(t) è òîðçèÿ τ = τ(t)
íà öèëèíäðè÷íàòà êðèâà γ = γ(t), t ∈ I è ðàâíèííàòà êðèâèíà
K = K(t) íà ñúîòâåòíàòà ðàâíèííà êðèâà α = α(t), t ∈ I. Ïî-
íàòàòúê â òàçè ãëàâà, äèôåðåíöèðàíåòî îòíîñíî ïðîèçâîëåí ïàðà-
ìåòúð å îçíà÷åíî ñ ”.”, à äèôåðåíöèðàíåòî ñïðÿìî åñòåñòâåíèÿ ïà-
ðàìåòúð íà êðèâàòà ñ ”′”.
Òåîðåìà 1.1.2 Íåêà γ = γ(t), t ∈ I å öèëèíäðè÷íà êðèâà ñ óðàâíå-
íèå (1), êúäåòî α = α(t), t ∈ I å ñúîòâåòíàòà �è ðàâíèííà êðèâà.
Àêî κ = κ(t) è τ = τ(t) ñà êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà γ, è K = K(t)
å ðàâíèííàòà êðèâèíà íà α , òî
(2)

κ(t) =

√
A(t)

(
√
ṡ2 + b2)3

, τ(t) =
b.ṡ.

[
K.
(
3.s̈2 − ṡ....s +K2.ṡ4

)
+ K̇.ṡ.s̈

]
A(t)

,

êúäåòî s = s(t) å åñòåñòâåíèÿ ïàðàìåòúð íà α è A(t) = K2.ṡ4.(ṡ2 +
b2) + b2.s̈2.

Ñëåäñòâèå 1.1.3 Íåêà α = α(s), s ∈ I å ðàâíèííà êðèâà â E2, îòíå-
ñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð s è íåêà γ = γ(s) = α(s) + b.s.~e3, s ∈
I å ñúîòâåòíàòà �è öèëèíäðè÷íà êðèâà. Àêî κ è τ ñà åâêëèäîâè-
òå êðèâèíà è òîðçèÿ íà γ è K å ðàâíèííàòà êðèâèíà íà α, òî

κ = |K|
1+b2 , τ = b.K

1+b2 , b = const.

Óñëîâèåòî
τ

κ
= const õàðàêòåðèçèðà îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè. Èç-

ïîëçâàéêè ïîñëåäíîòî ñëåäñòâèå, âñÿêà îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ ìî-
æåì äà ÿ ðàçãëåæäàìå êàòî öèëèíäðè÷íà êðèâà íàä ïðîèçâîëíà ðàâ-
íèííà êðèâà, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

Äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ïðàâèëíà êðèâà
îòíîñíî ãðóïàòà íà äèðåêòíèòå ïîäîáíîñòè ñà ôóíêöèè, íàðå÷åíè
øåéï êðèâèíè (âèæ [18] è [20]). Ãëàâíà ðîëÿ ïðè èçñëåäâàíåòî íà
òåçè èíâàðèàíòè èãðàå åñòåñòâåíèÿò ïàðàìåòúð σ íà ñôåðè÷íàòà èí-
äèêàòðèñà íà êðèâàòà. Ùå íàðè÷àìå òîçè ïàðàìåòúð ñôåðè÷åí. Àêî
øåéï êðèâèíèòå íà äàäåíà êðèâà ñà èçâåñòíè ôóíêöèè íà ñôåðè÷åí
ïàðàìåòúð, òî òå îïðåäåëÿò êðèâàòà â Åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî ñ
òî÷íîñò äî äèðåêòíà ïîäîáíîñò. Îáè÷àéíî, øåéï êðèâèíèòå â Åâê-
ëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî E3 ñå íàðè÷àò øåéï êðèâèíà è øåéï òîðçèÿ.
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Ñëåäñòâèå 1.1.5 Íåêà α = α(σ), σ ∈ I å ðàâíèííà êðèâà E2, ïà-
ðàìåòðèçèðàíà îòíîñíî ñôåðè÷åí ïàðàìåòúð σ, è íåêà γ = γ(σ) =
α(σ)+b.σ.~e3, σ ∈ I å ñúîòâåòíàòà öèëèíäðè÷íà êðèâà íà α. Àêî κ̃ è

τ̃ ñà øåéï êðèâèíàòà è øåéï òîðçèÿòà íà γ è K̃ å øåéï êðèâèíàòà
íà α, òî

κ̃(σ) = −
K̃.
[
−1 + b2.K2

(
−2.K̃2 +

˙̃
K
)

+ b4.K4.
(

1 + K̃2 +
˙̃
K
)]

[
1 + b2.K2.

(
1 + K̃2

)]3/2
τ̃(σ) =

b.|K|.
(
1 + b2.K2

)3/2
.
(

1 + K̃2 − ˙̃
K
)

[
1 + b2.K2.

(
1 + K̃2

)]3/2 ,

(3)

êúäåòî K å Åâêëèäîâàòà êðèâèíà íà α.

Ôîêàëíè êðèâè è ôîêàëíè êðèâèíè íà ãëàäêà êðèâà â m + 1-
ìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Em+1 ñà âúâåäåíè îò Óðèáå-Âàðãàñ â
[46]. Íåêà γ : I → Em+1 å ãëàäêà êðèâà, ïàðàìåòðèçèðàíà îòíîñíî åñ-
òåñòâåí ïàðàìåòúð s. Íåêà äà ïðåäïîëîæèì, ÷å åâêëèäîâèòå êðèâèíè
íà òàçè êðèâà, k1, k2, . . . , km ñà íåíóëåâè ôóíêöèè è t,n1,n2, . . . ,nm
å áàçèñà �è íà Ôðåíå. Öåíòðîâåòå íà îñêóëà÷íèòå ñôåðè íà êðèâàòà
γ = γ(s) îïðåäåëÿò íîâà êðèâà Cγ : I → Em+1, çàäàäåíà ÷ðåç

Cγ(s) = γ(s) + c1n1 + c2n2 + . . .+ cmnm.

Êðèâàòà Cγ , îïðåäåëåíà ÷ðåç ãîðíîòî ðàâåíñòâî, ùå íàðè÷àìå
ôîêàëíà êðèâà íà γ, à êîåôèöèåíòèòå c1, c2, . . . , cm ñà ãëàäêè ôóíê-
öèè, íàðå÷åíè ôîêàëíè êðèâèíè íà γ. Äà îòáåëåæèì, ÷å ôîêàëíàòà
êðèâà Cγ å äîáðå äåôèíèðàíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî êðèâàòà
γ íå å ñôåðè÷íà êðèâà, òîåñò íå ëåæè âúðõó õèïåðñôåðàòà â Em+1.
Ñïîðåä òåîðåìà 2 â [46], âðúçêèòå ìåæäó åâêëèäîâèòå è ôîêàëíèòå
êðèâèíè íà êðèâàòà γ = γ(s) ñå çàäàâàò ÷ðåç

ki =
c1.c

′

1 + c2.c
′

2 + . . .+ ci−1.c
′

i−1
ci−1.ci

ça i ≥ 2.

Ïúðâàòà ôîêàëíà êðèâèíà c1 íèêîãà íå ñå íóëèðà è ñå îïðåäåëÿ ñ

ðàâåíñòâîòî c1 =
1

k1
.
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Ïîíÿòèÿòà øåéï êðèâèíà è øåéï òîðçèÿ íà ïðàâèëíà êðèâà â E3

èìàò åñòåñòâåíî îáîáùåíèå çà ïðàâèëíà êðèâà â Em+1. Âñúùíîñò ñú-
ùåñòâóâàòm íà áðîé ãëàäêè ôóíêöèè k̃1, k̃2, . . . , k̃m êîèòî îïðåäåëÿò
êðèâàòà γ : I → Em+1 ñ òî÷íîñò äî äèðåêòíà ïîäîáíîñò. Òåçè ôóíê-
öèè ñå íàðè÷àò øåéï êðèâèíè (âèæ [18] èëè ãëàâà 6 [20]). Âðúçêèòå
ìåæäó ôîêàëíèòå êðèâèíè è øåéï êðèâèíèòå íà γ ìîãàò äà áúäàò çà-

ïèñàíè âúâ âèäà k̃1 = c
′

1, k̃i =
c1

ci−1ci
(c1.c

′

1+c2.c
′

2+. . .+ci−1.c
′

i−1), i ≥ 2.

Ðàçãëåæäàíèÿòà, íàïðàâåíè ïî-íàòàòúê â òàçè ãëàâà ñà çà êðèâè
â E2 è E3.
Íåêà γ : I → E3 å ãëàäêà êðèâà îò C3 ïàðàìåòðèçèðàíà îòíîñíî
ïðîèçâîëåí ïàðàìåòúð t. Íåêà äà îçíà÷èì åâêëèäîâèòå êðèâèíè íà
òàçè êðèâà ñ κ1(t) = κ(t) > 0 è κ2(t) = τ(t) 6= 0. Â [17] ñà äîêàçàíè
ñëåäíèòå ôîðìóëè çà øåéï êðèâèíèòå

(4)
κ̃1 = κ̃ =

3‖γ̇ × γ̈‖2〈γ̇, γ̈〉 − ‖γ̇‖2〈γ̇ × γ̈, γ̇ ×
...
γ 〉

‖γ̇ × γ̈‖3

κ̃2 = τ̃ = τ
κ =

‖γ̇‖3.det(γ̇, γ̈,
...
γ )

‖γ̇ × γ̈‖3
.

Ïðèëàãàéêè äîáðå èçâåñòíàòà ôîðìóëà çà öåíòðîâåòå íà îñêó-
ëà÷íèòå ñôåðè íà êðèâà â E3, ïàðàìåòðèçèðàíà îòíîñíî ïðîèçâîëåí
ïàðàìåòúð t (âèæ [8, ñòð. 82]), å ïîëó÷åíî ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòà-
âÿíå íà ôîêàëíàòà êðèâà íà γ

(5) Cγ(t) = γ(t) + c1n1 + c2n2,

êúäåòî n1 å åäèíè÷íèÿò ãëàâåí íîðìàëåí âåêòîð íà γ, n2 å åäèíè÷-

íèÿò áèíîðìàëåí âåêòîð íà γ, c1 =
1

κ1
è c2 =

κ̃1
κ2
. Ðàçãëåäàíèòå öè-

ëèíäðè÷íè êðèâè ïðèíàäëåæàò íà êëàñà C3. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì
äà àñîöèèðàìå ôîêàëíàòà êðèâà (5) ñ âñÿêà öèëèíäðè÷íà êðèâà íàä
ðàâíèííà êðèâà îò êëàñ C3. Ñúñ ñëåäâàùèÿ àëãîðèòúì å èëþñòðè-
ðàíî ïîëó÷àâàíåòî íà òàêàâà àñîöèèðàíà êðèâà.
Àëãîðèòúì 1.2.1 Ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà ôîêàëíà êðèâà íà äà-
äåíà öèëèíäðè÷íà êðèâà.

1. Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíèòå γ̇ = d
dt γ(t), γ̈ = d2

dt2 γ(t) è
...
γ =

d3

dt3 γ(t).

2. Àêî γ̇× γ̈ 6= (0, 0, 0) çà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò íà t, ïðåñìÿòàìå
åäèíè÷íèÿ áèíîðìàëåí âåêòîð n2, åäèíè÷íèÿ ãëàâåí íîðìàëåí
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âåêòîð n1 è ïðîäúëæàâàìå ñúñ ñòúïêà 3, â ïðîòèâåí ñëó÷àé
îòèâàìå íà ñòúïêà 6.

3. Ïðåñìÿòàìå êðèâèíàòà κ1 è òîðçèÿòà κ2 íà γ.

4. Àêî κ2 6= 0, òî îò ôîðìóëè (4) ïîëó÷àâàìå øåéï êðèâèíàòà
κ̃1 è ïðîäúëæàâàìå ñúñ ñòúïêà 5, â ïðîòèâåí ñëó÷àé îòèâàìå
íà ñòúïêà 6.

5. Ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå íà ôîêàëíàòà êðèâà íà γ å

(6) Cγ(t) = γ(t) +
1

κ1
n1 +

κ̃1
κ2

n2,

6. Ôîêàëíàòà êðèâà íå ñúùåñòâóâà.

Òàêà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà ðàçøèðåíè äî ïî-øèðîê êëàñ öè-
ëèíäðè÷íè êðèâè.

Tåîðåìà 1.3.1 Íåêà α(t) = (x(t), y(t)), t ∈ I ⊂ R å ïðàâèëíà
ðàâíèííà êðèâà îò êëàñ C3 ñ íåíóëåâà ðàâíèííà êðèâèíà è íåêà
f(t) ∈ C3 å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ~e3 å å åäèíè÷íèÿò
âåêòîð âúðõó îñòà Oz è γ(t) = α(t) + f(t)~e3, t ∈ I å ïàðàìåòðèçè-
ðàíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà. Òîãàâà, γ(t) å ïðàâèëíà êðèâà, ÷èèòî
êðèâèíà è òîðçèÿ ñå ïîëó÷àâàò îò ðàâåíñòâàòà

(7) κ =

√〈
α̈, Jα̇

〉2
+
〈
f̈ α̇− ḟ α̈, f̈ α̇− ḟ α̈

〉(√〈
α̇, α̇

〉
+ ḟ2

)3

(8) τ =

...
f
〈
α̈, Jα̇

〉
+ f̈

〈
− Jα̇, ...α

〉
+ ḟ <

〈
Jα̈,

...
α
〉〈

α̈, Jα̇
〉2

+
〈
f̈ α̇− ḟ α̈, f̈ α̇− ḟ α̈

〉 .

Íåêà α(t) = (aec cos t, aect sin t), a > 0, t ∈ R e ëîãàðèòìè÷íà
ñïèðàëà è íåêà f(t) = bect, b > 0, c > 0, t ∈ R å ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà
t. Ðàçãëåäàíà å öèëèíäðè÷íàòà êðèâà âúðõó ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà

(9) γ(t) =
(
a ect cos t, a ect sin t, b ect

)
,
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êúäåòî a, b è c ∈ R ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè . Êðèâàòà γ ïðèòåæàâà
ïîñòîÿííè øåéï êðèâèíà è òîðçèÿ

(10) κ̃1
γ = κ̃ γ =

c
√
a2 + (a2 + b2) c2

a
√

1 + c2
, κ̃2

γ = τ̃ γ =
bc

a
√

1 + c2
.

Òàêúâ âèä ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ñå íàðè÷à ñàìîïîäîáíà. Äðóãè ïðåä-
ñòàâÿíèÿ íà ñàìîïîäîáíè êðèâè ñà ðàçãëåäàíè â ([17]) è ([18]). Ñëåä-
âàùàòà òåîðåìà îáîáùàâà ïîëó÷åíèòå ñâîéñòâà íà ðàçãëåäàíàòà öè-
ëèíäðè÷íà êðèâà γ è íåéíàòà ôîêàëíà êðèâà Cγ .

Tåîðåìà 1.3.2 Öèëèíäðè÷íàòà êðèâà γ : R −→ E3 ñ ïàðàìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå (9) å ñàìîïîäîáíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ñ ïîñòîÿííè
øåéï êðèâèíà κ̃ γ è øåéï òîðçèÿ τ̃ γ , êîèòî ñà íåíóëåâè è îïðåäå-
ëåíè îò (10). Ôîêàëíàòà êðèâà Cγ ; R −→ E3 íà γ ñúùî å ñàìîïî-
äîáíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ñ ïîñòîÿííè íåíóëåâè øåéï êðèâèíà

κ̃C =
κ̃ γ

τ̃ γ
è øåéï òîðçèÿ τ̃C =

1

τ̃ γ
.

Ñëåäâàùèòå òâúðäåíèÿ îïèñâàò èçîáðàæåíèÿòà ìåæäó äàäåíà
ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà è ñúîòâåòíàòà �è ôîêàëíà êðèâà.
Òâúðäåíèå 1.5.1 Íåêà γ = γ(s) å âèíòîâà ëèíèÿ, ïàðàìåòðèçèðàíà
ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð s, à Cγ = Cγ(s) å ñúîòâåòíàòà �è
ôîêàëíà êðèâà. Òîãàâà

à) èçîáðàæåíèåòî F : γ(s) → Cγ(s) , s ∈ I ⊂ R å èíâîëþòèâíî
èçîáðàæåíèå, ò.å. F å ðàçëè÷íî îò èäåíòèòåòà I â ïðîñò-
ðàíñòâîòî è F ◦ F = F 2 = I, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
åâêëèäîâèòå êðèâèíè k1 è k2 íà γ ñà ðàâíè;

á) ôîêàëíàòà êðèâà íà Cγ å êðèâàòà γ.

Òâúðäåíèå 1.5.2 Íåêà γ = γ(s) å îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ, ïàðà-
ìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð s, à Cγ = Cγ(s) å ñúîò-
âåòíàòà �è ôîêàëíà êðèâà. Àêî ôîêàëíàòà êðèâèíà c2 = const íà γ
å êîíñòàíòà, òî ôîêàëíàòà êðèâà Cγ̃ íà γ̃ = Cγ è êðèâàòà γ ñà
åêâèâàëåíòíè ñ òî÷íîñò äî äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâîòî.

Òâúðäåíèå 1.5.3 Ôîêàëíàòà êðèâà íà êîíè÷íà ñïèðàëà å êîíè÷íà
ñïèðàëà.

Àêî γ = γ(s) å ïðàâèëíà ëèíèÿ ñ íåíóëåâà êðèâèíà k1, òî êàçâà-
ìå, ÷å γ å êðèâà íà Áåðòðàíä, àêî ñúùåñòâóâà äðóãà êðèâà, íà êîÿòî
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ãëàâíèòå íîðìàëè ñúâïàäàò ñ òåçè íà γ â ñúîòâåòíèòå èì òî÷êè (âèæ
[9]). Èíòåðåñíè ñâîéñòâà íà âèíòîâèòå ëèíèè è íà êðèâèòå íà Áåðò-
ðàíä ñà ïîëó÷åíè è â [27].

Tåîðåìà 1.5.4 Íåêà C
(1)
γ å ôîêàëíàòà êðèâà íà ïðàâèëíà ëèíèÿ

γ = γ(s), ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð s, à C
(i)
γ

å ôîêàëíàòà êðèâà íà êðèâàòà C
(i−1)
γ , i ∈ N, i ≥ 2. . Òîãàâà

(11)

k
(i)
1∣∣k(i−1)2

∣∣ =

∣∣k(i)2

∣∣
k
(i−1)
1

=
1∣∣(c(i−1)2

)′
+ c

(i−1)
1 k

(i−1)
2

∣∣ , çà âñÿêî i ∈ N, i ≥ 1,

êúäåòî k
(i)
1 , k

(i)
2 ñà åâêëèäîâèòå êðèâèíè, à c

(i)
1 , c

(i)
2 ñà ôîêàëíèòå

êðèâèíè íà êðèâàòà C
(i)
γ , çà i ≥ 1. Ñ k

(0)
1 , k

(0)
2 ñà îçíà÷åíè åâêëè-

äîâèòå êðèâèíè, à ñ c
(0)
1 , c

(0)
2 ñà îçíà÷åíè ôîêàëíèòå êðèâèíè íà

ëèíèÿòà γ .

Ñëåäñòâèå 1.5.5 Êðèâèòå γ è C
(i)
γ çà i ≥ 1 ñà êðèâè íà Áåðòðàíä.

Çà ïðåäñòàâÿíå íà ïðåîáðàçîâàíèÿòà â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñà èç-
ïîëçâàíè òàêà íàðå÷åíèòå õîìîãåííè êîîðäèíàòè. Àêî X å òî÷êà ñ
êîîðäèíàòè (x, y, z) ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà Oxyz, òî íàðåäå-
íàòà íåíóëåâà ÷åòâîðêà îò ÷èñëà (x1, x2, x3, x4), îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò

äî íåíóëåâ ìíîæèòåë, êúäåòî x =
x1
x4
, y =

x2
x4
, z =

x3
x4
, x4 6= 0 ñå íà-

ðè÷à õîìîãåííè êîîðäèíàòè íà òî÷êàòà X.

Òâúðäåíèå 1.5.6 Íåêà γ = γ(s) å âèíòîâàòà ëèíèÿ, ïàðàìåòðèçè-
ðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð s, à Cγ = Cγ(s) å ñúîòâåòíàòà
�è ôîêàëíà êðèâà. Òîãàâà èçîáðàæåíèåòî ϕ : γs → Cγs , ïðè êîåòî
òðèåäúðà íà Ôðåíå t, n, b íà êðèâàòà γ â òî÷êà γ(s) ñå èçîáðàçÿâà
â òðèåäúðà íà Ôðåíå T,N,B íà ôîêàëíàòà �è êðèâà Cγ â òî÷êàòà
Cγ(s) ò.å. ϕ(t, n, b)γ(s) = (T,N,B)Cγ(s) å èíâîëþòèâíî èçîáðàæåíèå.

Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 1 ñà ïóáëèêóâàíè â [23]Geometry of cylindrical
curves over plane curves, Applied Mathematical Sciences (SJR-0.35(2015))
è [2] Ôîêàëíè êðèâè â Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, Ñáîðíèê íàó÷íè
òðóäîâå, òîì 1 (2014), ñòð. 67-75 è ñà äîêëàäâàíè íà êîíôåðåíöèÿòà
MATTEX 2014 Øóìåí.

Ãëàâà 2. Ôîêàëíè ëèíèè íà ãåîäåçè÷íè ëèíèè âúðõó
îáîáùåíè öèëèíäðè÷íè ïîâúðõíèíè Â òàçè ãëàâà, ðàâíèííà
êðèâà, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð å ñâúðçàíà ñ åäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà. Ïðåäëîæåíà å êîíñò-
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ðóêöèÿ, êîÿòî ìîæå äà áúäå ðàçäåëåíà â òðè îñíîâíè ñòúïêè. Ïúðâî,
äàäåíàòà ðàâíèííà êðèâà, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ñå ïà-
ðàìåòðèçèðà ïîâòîðíî, òàêà ÷å êðèâàòà ñ íîâàòà ïàðàìåòðèçàöèÿ äà
èìà äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√

2
. Âòîðî, äåôèíèðà

ñå åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ, îòíåñåíà êúì åñòåñ-
òâåí ïàðàìåòúð, êîÿòî å ãåîäåçè÷íà âúðõó ïðàâèÿ îáîáùåí öèëèíäúð
íàä ðàâíèíàòà êðèâà, ÷èèòî äîïèðàòåëåí âåêòîð èìà ïîñòîÿííà äúë-
æèíà 1√

2
. Òðåòî, èçñëåäâà ñå ôîêàëíàòà êðèâà íà òàêà ïîëó÷åíàòà

ãåîäåçè÷íà êðèâà. Ïî òî÷íî, íàìåðåíî å ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòà-
âÿíå íà ôîêàëíàòà êðèâà è ñà èçðàçåíè íåéíèòå êðèâèíà è òîðçèÿ
÷ðåç ðàâíèííàòà êðèâèíà íà ðàâíèííàòà êðèâà ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð
ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√

2
. Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà ñà èíâàðèàíòè íà

ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ïî îòíîøåíèå íà ãðóïàòà íà åâêëè-
äîâèòå äâèæåíèÿ, çàïàçâàùè îðèåíòàöèÿòà íà òðèìåðíîòî åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî E3. Èçñëåäâàíè ñà è èíâàðèàíòèòå íà ðàçãëåæäàíàòà
ãåîäåçè÷íà êðèâà è íåéíàòà ôîêàëíà, ñïðÿìî ãðóïàòà íà äèðåêòíè-
òå ïîäîáíîñòè. Òåçè èíâàðèàíòè ñå íàðè÷àò øåéï êðèâèíà è øåéï
òîðçèÿ.

Ãëàâà âòîðà å îðãàíèçèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Â íà÷àëîòî ñà
ïðèïîìíåíè îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà íà äèôåðåíöèàëíî ãåîìåòðè÷-
íè èíâàðèàíòè íà ðàâíèííèòå è ïðîñòðàíñòâåíèòå ïðàâèëíè êðèâè.
Ñëåä òîâà å îïèñàíà îñíîâíàòà êîíñòðóêöèÿ çà îïðåäåëÿíå íà ïðà-
âèëíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà ïî äàäåíà ðàâíèííà êðèâà, îòíåñåíà
êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Èçðàçåíè ñà â ÿâåí âèä âðúçêèòå ìåæäó
ðàâíèííàòà êðèâèíà íà ïúðâîíà÷àëíà ðàâíèííà êðèâà è äèôåðåíöè-
àëíî ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà ïîëó÷åíàòà íîâà ïðîñòðàíñòâåíà
êðèâà. Â ïðîäúëæåíèåòî ñà îáñúäåíè íÿêîëêî èëþñòðàòèâíè ïðèìå-
ðà. Íàêðàÿ ñå çàâúðøâà ñúñ çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè.

Íÿêîè êðàòêè ñâåäåíèÿ çà Åâêëèäîâèòå äâèæåíèÿ, çàïàçâàùè
îðèåíòàöèÿòà è äèðåêòíè ïîäîáíîñòè. Íåêà En (n = 2, 3) å n-ìåðíîòî
Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Íåãîâèòå åëåìåíòè ñà òî÷êè, ÷èèòî ðàäèóñ
âåêòîðè ñà ïðåäñòàâåíè ñ âåêòîð-ñòúëáîâå x ∈ Rn. Àôèííîòî èçîá-
ðàæåíèå Φ : En → En ñå íàðè÷à çàïàçâàùî îðèåíòàöèÿòà Åâêëèäîâî
äâèæåíèå, àêî Φ çàïàçâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïðîèçâîëíè äâå òî÷êè
îò En è îðèåíòàöèÿòà íà En. Çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà åâêëèäîâè
äâèæåíèÿ îáðàçóâàò ãðóïà, êîÿòî å ïîäãðóïà íà ãðóïàòà íà âñè÷-
êè àôèííè èçîáðàæåíèÿ, çàïàçâàùè îðèåíòàöèÿòà. Äèðåêòíà ïîäîá-
íîñò èëè ïîäîáíîñò çàïàçâàùà îðèåíòàöèÿòà, å àôèííî èçîáðàæåíèå
Ψ : En → En, êîåòî çàïàçâà îðèåíòàöèÿòà è úãëèòå. Âñÿêà äèðåêòíà
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ïîäîáíîñò ïðèòåæàâà ïðåäñòàâÿíå â ìàòðè÷íà ôîðìà

(12) Ψ(x) = ρAx+ b,

êúäåòî x å ðàäèóñ - âåêòîðúò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà â En, Ψ(x) å ðà-
äèóñ - âåêòîðúò íà íåãîâîòî èçîáðàæåíèå â En, ρ > 0 å êîíñòàíòà,
A å ôèêñèðàíà n × n îðòîãîíàëíà ìàòðèöà ñ det(A) = 1 è b ∈ Rn å
âåêòîð íà òðàíñëàöèÿ. Äèðåêòíàòà ïîäîáíîñò (43) å åâêëèäîâî äâè-
æåíèå, çàïàçâàùî îðèåíòàöèÿòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ρ = 1.
Ïî òîçè íà÷èí ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äèðåêòíè ïîäîáíîñòè â En
îáðàçóâà ñúùî ïîäãðóïà íà ãðóïàòà íà àôèííèòå èçîáðàæåíèÿ, çà-
ïàçâàùè îðèåíòàöèÿòà è òàçè ïîäãðóïà å íàé-ìàëêîòî ðàçøèðåíèå
íà ãðóïàòà íà çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà åâêëèäîâè äâèæåíèÿ.

Îáðàçúò íà âñÿêà ïàðàìåòðèçèðàíà êðèâà â åâêëèäîâàòà ðàâíè-
íà E2 ïîä äåéñòâèåòî íà àôèííèòå èçîáðàæåíèÿ, çàïàçâàùè îðèåí-
òàöèÿòà íà E2, å ñúùî ïàðàìåòðèçèðàíà êðèâà â E2.

Íåêà ζ : I → E2 å ïðàâèëíà ðàâíèííà êðèâà îò êëàñ C3, êîÿòî å
äåôèíèðàíà â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë I ⊆ R ÷ðåç

(13) ζ = (x(t), y(t))T t ∈ I,

êúäåòî (∗, ∗)T å òðàíñïîíèðàíèÿò âåêòîð íà âåêòîðà ðåä (∗, ∗), à x(t)
è y(t) ñà êîîðäèíàòíèòå �è ôóíêöèè. Àêî îáîçíà÷èì ñ "′ "äèôåðåí-
öèðàíåòî ïî îòíîøåíèå íà ïàðàìåòúðà t, òî òîãàâà âåêòîðèòå

ζ
′
(t) = (x

′
(t), y

′
(t))T

ζ
′′
(t) = (x

′′
(t), y

′′
(t))T

ζ
′′′

(t) = (x
′′′

(t), y
′′′

(t))T

ñúùåñòâóâàò. Äúëæèíàòà íà ïúðâèÿ âåêòîð ‖ζ ′
(t)‖ =

√
(x′(t))2 + (y′(t))2

ñå íàðè÷à ñêîðîñò íà êðèâàòà ζ. Êàçâàìå, ÷å êðèâàòà ζ å ãëàäêà, àêî
ζ

′
(t) å íåíóëåâ âåêòîð èëè ‖ζ ′

(t)‖ 6= 0 çà ∀t ∈ I. Ðàâíèííàòà êðèâèíà

(14) Kζ(t) =
det(ζ

′
(t), ζ

′′
(t))

||ζ ′(t)||3
=
x

′
(t)y

′′
(t)− x′′

(t)y
′
(t)

(
√

(x′(t))2 + (y′(t))2)3

íà êðèâàòà ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå (13) å èíâàðèàíòíà îòíîñíî
çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà åâêëèäîâè äâèæåíèÿ â E2. Îêðúæíîñòòà
å ïðàâèëíà ðàâíèííà êðèâà, ÷èÿòî êðèâèíà å íåíóëåâà êîíñòàíòà.
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Ïîäðîáíî îïèñàíèå íà ñâîéñòâàòà íà Kζ(t) å äàäåíî âúâ âñåêè ó÷åá-
íèê çà êðèâè è ïîâúðõíèíè (âèæ. íàïðèìåð Ãðåé [26]). Àêî Kζ(t) 6= 0

çà ∀ ∈ I è àêî K
′

ζ(t) = d
dtKζ(t), òî ôóíêöèÿòà

(15) K̃ζ(t) =
1

‖ζ ′(t)‖
d

dt

(
1

Kζ(t)

)
= −

K
′

ζ(t)

‖ζ ′(t)‖(Kζ(t))2

ñå íàðè÷àøåéï êðèâèíà. Òàçè ôóíêöèÿ å èíâàðèàíòíà ïðè ïðîèçâîë-
íà äèðåêòíà ïîäîáíîñò â E2. Â äîïúëíåíèå, K̃ζ(t) îïðåäåëÿ (ëîêàëíî)
åäíîçíà÷íî ðàâíèííàòà êðèâà ζ ñ òî÷íîñò äî äèðåêòíà ïîäîáíîñò. Òå-
çè òâúðäåíèÿ ñà äîêàçàíè îò Åí÷åâà è Ãåîðãèåâ â ñòàòèè [16], [18].
Îêðúæíîñòòà å ðàâíèííà êðèâà, ÷èÿòî øåéï êðèâèíà å ðàâíà íà
íóëà. Ëîãàðèòìè÷íàòà ñïèðàëà å ïðàâèëíà ðàâíèííà êðèâà, ÷èÿòî
øåéï êðèâèíà å íåíóëåâà êîíñòàíòà. Òàçè êðèâà èìà ìíîãî èíæå-
íåðíè ïðèëîæåíèÿ (âèæ íàïðèìåð Ëèó [32], Øåð [42] è Õó [47].)

Àêî äúëæèíàòà ‖ζ ′
(t)‖ å ðàâíà íà 1 çà âñÿêî ∀t ∈ I, òîãàâà ζ ñå

íàðè÷à êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, à âåêòîðíî-
ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå (13) ñå íàðè÷à ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòà-
âÿíå îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð íà ζ. Ñúãëàñíî òåîðåìà 16.1 â
ó÷åáíèêà íà Ãðåé [26] âñÿêà ïðàâèëíà ðàâíèííà êðèâà ïðèòåæàâà
ïàðàìåòðèçàöèÿ îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Â ñëó÷àé íà òàêàâà
ïàðàìåòðèçàöèÿ, ôîðìóëèòå (14) è (15) ñà ñâåäåíè äî ïî-ïðîñòè ôîð-
ìè.
Ëåìà 2.1.1 Íåêà α1 : I1 → E2 å êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí
ïàðàìåòúð, ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå

(16) α1(s) = (x1(s), y1(s))T , s ∈ I1 ⊆ R.

Íåêà h : R→ R å ëèíåéíî èçîáðàæåíèå, îïðåäåëåíî ÷ðåç h(s) =
√

2s
çà s ∈ R. Òîãàâà ñúùåñòâóâà äðóãà ïàðàìåòðèçàöèÿ α : I → E2 íà
α1 òàêàâà, ÷å I = h(I1) è

(17) α(t) = α1

(
1√
2
t

)
=

(
x1

(
1√
2
t

)
, y1

(
1√
2
t

))T
, t ∈ I ⊆ R.

Îñâåí òîâà, êðèâàòà α èìà äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúë-
æèíà 1√

2
. Íåùî ïîâå÷å:

à) òî÷êîâèòå ìíîæåñòâà α1(s), s ∈ I1 è α(s), t ∈ I ñúâïàäàò;

á) çíàêîâèòå êðèâèíè K1(s) íà α1 è Kα(t) íà α ñà ñâúðçàíè ñ
ðàâåíñòâîòî K1(s) = Kα(t) çà s = 1√

2
t;
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â) øåéï êðèâèíèòå K̃1(s) íà α1 è K̃α(t) íà α ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåí-

ñòâîòî K̃1(s) = K̃α(t) çà s = 1√
2
t.

Ñëåä òîâà å ðàçãëåäàíà öèëèíäðè÷íà ïîâúðõíèíà è ïðîñòðàíñ-
òâåíà ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ âúðõó íåÿ, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ äàäåíà ðàâ-
íèíà êðèâà ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà. Ãëàäêàòà,
ïðàâèëíà êðèâà â ðàâíèíàòà Oxy å áàçèñíà ëèíèÿ (èëè ïîðàæäàùà)
çà ïðàâèÿ îáîáùåí öèëèíäúð, ÷èèòî îáðàçóâàùè ñà óñïîðåäíè íà
îñòà Oz. Ñïîðåä ãëàâà 18 â ó÷åáíèêà íà Ãðåé [26] âñÿêà ãåîäåçè÷íà
ëèíèÿ âúðõó òàêúâ öèëèíäúð å êðèâà, ÷èèòî äîïèðàòåëíè âåêòîðè
èìàò ïîñòîÿííà äúëæèíà è ñêëþ÷âàò ïîñòîÿíåí úãúë ñ îñòà Oz. Íå-
êà αc : I → E3 å ïðàâèëíà ëèíèÿ îò êëàñ C3 â ðàâíèíàòà Oxy ñ
ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

(18) αc(t) = (x(t), y(t), 0)T , t ∈ I

ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà

(19) ‖α
′

c(t)‖ =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 = c > 0.

Î÷åâèäíî, ëèíèÿòà αc ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî îáè÷àéíà ðàâ-
íèííà ëèíèÿ. Îò (14) çà ðàâíèííàòà êðèâèíà íà αc ïîëó÷àâàìå

(20) Kαc(t) =
1

c3
(x

′
(t)y

′′
(t)− y

′
(t)x

′′
(t)).

Àêî ðàâíèííàòà êðèâèíà Kαc(t) å íåíóëåâà çà âñÿêî t ∈ I, òî òîãàâà
øåéï êðèâèíàòà (15) íà αc å

(21) K̃αc(t) = − K
′

αc(t)

c(Kαc(t))2
= −c

2(x
′
(t)y

′′′
(t)− y′

(t)x
′′′

(t))

(x′(t)y′′(t)− y′(t)x′′(t))2

Ïðàâèÿò, åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí, îáîáùåí öèëèíäúð íàä òàêà îïðå-
äåëåíàòà êðèâà αc å ãëàäêà ïîâúðõíèíà Sαc ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåä-
ñòàâÿíå

(22) rαc(u, v) = (x(u), y(u), v)T , (u, v) ∈ I × R.

Òúé êàòî âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå

d

du
(rαc(u, v))× d

dv
(rαc(u, v)) = (y

′
(u),−x

′
(u), 0)T
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å ðàçëè÷íî îò (0, 0, 0)T çà ïðîèçâîëíè (u, v) ∈ I ×R, òî ïîâúðõíèíà-
òà Sαc å ãëàäêà. Ñúñ ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ñà îïèñàíè ñåìåéñòâî îò
ïðîñòðàíñòâåíè ãåîäåçè÷íè ëèíèè âúðõó Sαc.

Òâúðäåíèå 2.1.2 Íåêà αc : I → E3 å ïðàâèëíà ïàðàìåòðèçèðàíà
ëèíèÿ (18) â ðàâíèíàòà Oxy, ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà
äúëæèíà c > 0 è íåêà Sαc å îáîáùåíèÿ öèëèíäúð âúðõó αc, îïðåäå-
ëåí ñ óðàâíåíèå (22). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å αc å ëèíèÿ îò êëàñ C3
ñ íåíóëåâà êðèâèíà Kαc çà âñÿêî t ∈ I. Òîãàâà, çà âñåêè äâå ðåàëíè
êîíñòàíòè p 6= 0 è q, ñúùåñòâóâà ïðàâèëíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ
γc : I → E3 îïðåäåëåíà îò

(23) γc(t) = (x(t), y(t), pt+ q)T , t ∈ I,

êîÿòî å ãåîäåçè÷íà âúðõó Sαc. Îñâåí òîâà, êðèâèíàòà è òîðçèÿòà
íà γc ñå îïðåäåëÿò ñúîòâåòíî ÷ðåç ôóíêöèèòå

(24) κ1γc(t) =
c2

p2 + c2
|Kαc(t)| > 0,

(25) κ2γc(t) =
pc

p2 + c2
Kαc(t) 6= 0.

Èçïîëçâàéêè óðàâíåíèå (24) è (25) ñà èçðàçåíè øåéï êðèâèíàòà κ̃1γc(t)
è øåéï òîðçèÿòà κ̃2γc(t) íà γc ÷ðåç ðàâíèííàòà êðèâèíà Kαc è øåéï

êðèâèíàòà K̃αc íà αc, à èìåííî
(26)

κ̃1γc(t) =
1

‖γ′
c(t)‖

d

dt

(
1

κ1γc(t)

)
=

1√
p2 + c2

.
p2 + c2

c2
.
d

dt

(
1√

(Kαc(t))2

)
= −

√
p2 + c2

c2
.
K

′

αc(t)Kαc(t)

K2
αc(t)|Kαc(t)|

=
p2 + c2

c
K̃αc(t)sign(Kαc(t)),

(27) κ̃2γc(t) =
κ2γc(t)

κ1γc(t)
=
p

c
sign(Kαc(t)),

êúäåòî sign(Kαc(t)) å çíàêúò íà ôóíêöèÿòà Kαc(t).

Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Ëèíèÿòà γc îò òâúðäåíèå 2.1.2 ñå íàðè÷à ãåî-
äåçè÷íà îò òèï (p, q, c) âúðõó îáîáùåíèÿ öèëèíäúð Sαc.
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Tåîðåìà 2.2.3 Íåêà α å ïðàâèëíà ëèíèÿ â ðàâíèíàòà Oxy, ñ äîïè-
ðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√

2
, ïàðàìåòðèçèðàíà ñ (18)

è íåíóëåâà ðàâíèííà êðèâèíà Kα(t). Íåêà Sα å îáîáùåíèÿ öèëèí-
äúð íàä α, çàäàäåí ñ (22). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ãåîäåçè÷íàòà ëèíèÿ
γ : I → E3 îò òèï ( 1√

2
, 0, 1√

2
) âúðõó Sα å çàäàäåíà ñ (23), çà p = 1√

2
è q = 0. Òîãàâà, γ å ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ, îòíåñåíà ñïðÿìî åñ-
òåñòâåí ïàðàìåòúð, è íåéíàòà ôîêàëíà ëèíèÿ Cγ : I → E3 èìà
êðèâèíà

(28) K1 =
|Kα(t)|

2

∣∣∣∣∣ Kα(t)|Kα(t)| + 4

[(
1

|Kα(t)|

)′

. 1
Kα(t)

]′
∣∣∣∣∣

è òîðçèÿ

(29) K2 =
(Kα(t))

2

∣∣∣∣∣ Kα(t)|Kα(t)| + 4

[(
1

|Kα(t)|

)′

. 1
Kα(t)

]′
∣∣∣∣∣

.

Êîìáèíèðàéêè ëåìà 2.1.1 è òåîðåìà 2.2.3 e äåôèíèðàíà åäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ, ñúîòâåòíà íà ïðîèçâîëíà ðàâíèí-
íà ëèíèÿ, ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

Aëãîðèòúì 2.2.4 Êîíñòðóèðàíå íà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ ïî äà-
äåíà ðàâíèííà ëèíèÿ, ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìå-
òúð.
Âõîä: Ðàâíèííàòà ëèíèÿ â ðàâíèíàòà Oxy, îòíåñåíà ñïðÿìî åñ-
òåñòâåí ïàðàìåòúð, ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå

(30) α1(s) = (x1(s), y1(s), 0)T , s ∈ I1 ⊆ R

è íåíóëåâà ðàâíèííà êðèâèíà Kα1
(s) = x

′

1(s)y
′′

1 (s)− x′′

1 (s)y
′

1(s).

1. Àêî h : R→ R å ëèíåéíî èçîáðàæåíèå çàäàäåíî ñ h(s) =
√

2s =

t çà s ∈ R, x(t) = x1

(
1√
2
t

)
è y(t) = y1

(
1√
2
t

)
, òîãàâà îïðåäå-

ëÿìå ëèíèÿòà α â ðàâíèíàòà Oxy ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòà-
âÿíå

(31) α(t) = α1

(
1√
2
t

)
= (x(t), y(t), 0)T , t ∈ I = h(I1) ⊆ R,

êîÿòî èìà äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà 1√
2
.
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2. Ïðåñìÿòàìå ðàâíèííàòà êðèâèíà Kα(t) íà α.

3. Îïðåäåëÿìå ñ ïîìîùòà íà óðàâíåíèå (23) ãåîäåçè÷íàòà ëèíèÿ
γ, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, âúðõó ïðàâèÿ îáîá-
ùåí öèëèíäúð Sα íàä α.

4. ×ðåç óðàâíåíèÿ (24) è (25) ïðåñìÿòàìå êðèâèíàòà κ1γ è òîð-
çèÿòà κ2γ íà γ.

5. Íàìèðàìå âåêòîðèòå îò òðèåäúðà íà Ôðåíå çà γ.

6. Ïîëó÷àâàìå âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå íà ôîêàëíà-
òà ëèíèÿ Cγ íà γ.

7. Àêî A(t) 6= 0, òî ÷ðåç ôîðìóëè (28) è (29) ïðåñìÿòàìå êðèâè-
íàòà K1 è òîðçèÿòà K2 íà Cγ , â ïðîòèâåí ñëó÷àé ëèíèÿòà
Cγ íå å ïðàâèëíà.

Èçõîä: Âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíåíèå íà ïðîñòðàíñòâåíà-
òà ëèíèÿ Cγ . Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà Cγ , êîãàòî ëèíèÿòà å
ïðàâèëíà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.5 Ëèíèÿòà Cγ îò îïèñàíèÿ ïî-ãîðå àëãîðèòúì,
ñå íàðè÷à àñîöèèðàíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ íà ðàâíèííàòà ëèíèÿ
α1, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

Ñðàâíÿâàéêè óðàâíåíèÿ (24) ñ (28) è (29) å çàáåëÿçàíî, ÷å ëèíè-
èòå γ è Cγ èìàò îáùî ñâîéñòâî. Àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà òîðçèÿòà
íà γ (ñúîòâåòíî Cγ) å ðàâíà íà êðèâèíàòà íà γ (ñúîòâåòíî Cγ). Ñ
äðóãè äóìè, øåéï òîðçèÿòà (27) íà γ (ñúîòâåòíî øåéï òîðçèÿòà íà
Cγ) å ðàâíà íà ±1.

Ïîñòðîÿâàíåòî íà íîâà êðèâà îò äàäåíà ïðàâèëíà êðèâà å âàæ-
íà çàäà÷à â êëàñè÷åñêàòà äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ. Ïî íàòàòúê ñà
ðàçãëåäàíè öèëèíäðè÷íè ñïèðàëè, ïîðîäåíè îò ðàâíèííè ëèíèè îò
êëàñ C3, îòíåñåíè ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, è òåõíèòå ôîêàëíè
ëèíèè. Âñÿêà ðàâíèííà ëèíèÿ, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìå-
òúð, å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî åâêëèäîâî äâèæåíèå â
E2 ÷ðåç ðàâíèííàòà ñè êðèâèíà K. Âñÿêà ðàâíèííà êðèâà ñ íåíóëå-
âà êðèâèíà å íàïúëíî îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî äèðåêòíà ïîäîáíîñò,
÷ðåç äðóãà ôóíêöèÿ K̃, íàðå÷åíà øåéï êðèâèíà. Çà âñÿêà ïðàâèëíà
ïàðàìåòðèçèðàíà êðèâà α = α(t) : I −→ E2 øåéï êðèâèíàòà K̃(t) å

èçðàçåíà ÷ðåç K̃(t) =
d

dt

(
1

K(t)

)
/

∥∥∥∥dαdt
∥∥∥∥ . Àíàëîãè÷íî, âñÿêà ïðîñò-

ðàíñòâåíà êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ñå îïðåäåëÿ
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åäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñò äî Åâêëèäîâî äâèæåíèå â E3 ÷ðåç êðèâèíàòà
ñè κ1 ≥ 0 è òîðçèÿòà ñè κ2. Àêî κ1 > 0, òàçè êðèâà å íàïúëíî îïðå-
äåëåíà ñ òî÷íîñò äî äèðåêòíà ïîäîáíîñò îò äðóãè ôóíêöèè κ̃1 è κ̃2
íàðå÷åíè ñúîòâåòíî øåéï êðèâèíà è øåéï òîðçèÿ. Âñÿêà ïðàâèëíà
ïðîñòðàíñòâåíà ïàðàìåòðè÷íà êðèâà γ = γ(t) : I −→ E3 èìà øåéï
êðèâèíà è øåéï òîðçèÿ, äåôèíèðàíè ÷ðåç ôóíêöèèòå

(32) κ̃1(t) =

d
dt

(
1

κ1(t)

)
∥∥∥dγ(t)dt

∥∥∥ è κ̃2(t) =
κ2(t)

κ1(t)
.

Ãåîìåòðèÿòà íà êðèâèòå, ïî îòíîøåíèå íà çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà
åâêëèäîâè äâèæåíèÿ, å íàïúëíî ïðåäñòàâåíà îò Ãðåé [26]. Åëåìåí-
òè îò òåîðèÿòà íà êðèâèòå, ñâúðçàíà ñ äèðåêòíèòå ïîäîáíîñòè, ñà
ðàçãëåäàíè îò Åí÷åâà è Ãåîðãèåâ â [16], [17] è [18]. Ñúùåñòâóâàò ñïå-
öèàëíè ïðîñòðàíñòâåíè êðèâè, íàðå÷åíè îáîáùåíè âèíòîâè ëèíèè

èëè öèëèíäðè÷íè ñïèðàëè ñúñ ñâîéñòâîòî
κ2(t)

κ1(t)
= const. Òåçè êðèâè

ñà èçñëåäâàíè â [27] è [28]. Ñúùåñòâóâà äîáðå ïîçíàòà êîíñòðóêöèÿ
çà ïîëó÷àâàíå íîâà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà îò äàäåíà ïðîñòðàíñòâåíà
êðèâà.

Â ðàçäåë 2.3. å îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ, êîÿòî å ðàçäåëåíà íà òðè
ñòúïêè. Ïúðâî, å ïîëó÷åíà öèëèíäðè÷íàòà ñïèðàëà îò äàäåíàòà ðàâ-
íèííà êðèâà â ðàâíèíàòà Oxy, ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí
ïàðàìåòúð. Âòîðî, îïðåäåëåíà å ôîêàëíàòà êðèâà íà ïîëó÷åíàòà öè-
ëèíäðè÷íà ñïèðàëà. Òðåòî, èçñëåäâàíà å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà
ôîêàëíàòà êðèâà âúðõó ðàâíèíàòà xy.

Íåêà α = α(s), s ∈ I ⊆ R å ïðàâèëíà C3-ðàâíèííà êðèâà, â Åâ-
êëèäîâàòà ðàâíèíà E2 ≡ O~e1~e2 ñ âåêòîðíî ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå
α(s) = (x(s), y(s), 0), ïàðàìåòðèçèðàíî îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð
s ∈ I. Ðàâíèííàòà êðèâèíà íà α å ôóíêöèÿòà

(33) K =< α ′′, Jα ′ >= x ′(s).y ′′(s)− x ′′(s).y ′(s),

êúäåòî J å êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà â R2 è "< ·, · >"å êàíîíè÷íîòî
ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà äâà âåêòîðà. Äåôèíèðàíà å íîâà ïðîñò-
ðàíñòâåíà êðèâà γ = γ(s), s ∈ I ⊆ R â Åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî
E3 ≡ O~e1~e2~e3 ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

(34) γ(s) = (x(s), y(s), as+ b) = α(s) + (as+ b)~e3, a, b = const.
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Òàçè êðèâà ëåæè âúðõó îáîáùåíèÿ öèëèíäúð Sα ñ áàçèñíà êðèâà
α(s) è îáðàçóâàùè óñïîðåäíè íà îñòà z. Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà γ
ñà îïðåäåëåíè ÷ðåç

(35) κ1 =
|K|

1 + a2
èκ2 =

a.K

1 + a2
,

êúäåòî K å ðàâíèííàòà êðèâèíà íà α.

Ñúñ ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå å äàäåíà âðúçêà ìåæäó ôîêàëíèòå
êðèâèíè íà γ è ðàâíèííàòà êðèâèíà íà α.

Tåîðåìà 2.3.4 Íåêà α = α(s), s ∈ I å C3-ðàâíèííà êðèâà â E2,
îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ñ ðàâíèííà êðèâèíà K 6= 0.
Íåêà γ(s) å ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà, äåôèíèðàíà ñ (34). Àêî c1 è c2
ñà ôîêàëíèòå êðèâèíè íà γ, òî

(36) c1 =
1 + a2

|K|
è c2 = −

√
1 + a2 3.K ′

a.|K|3
,

êúäåòî a = const å êîñèíóñà íà úãúëà, êîéòî äîïèðàòåëíèòå âåêòî-
ðè íà γ ñêëþ÷âàò ñ åäèíè÷íèÿ êîîðäèíàòåí âåêòîð ~e3.

Ñúñ ñëåäâàùèòå òâúðäåíèÿ å äàäåíà ÿâíà âðúçêà ìåæäó ôîêàë-
íèòå êðèâèíè è øåéï êðèâèíèòå íà öèëèíäðè÷íàòà ñïèðàëà è øåéï
êðèâèíàòà íà ïîðàæäàùàòà �ÿ ðàâíèííà êðèâà.

Ñëåäñòâèå 2.3.5 Âðúçêèòå ìåæäó øåéï êðèâèíàòà κ̃1 è øåéï òîð-
çèÿòà κ̃2 íà öèëèíäðè÷íàòà ñïèðàëà γ, ïîðîäåíà îò C3-ðàâíèííà
êðèâà α, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, è øåéï êðèâèíà-
òà K̃ íà α, ñà

κ̃1 =
√

1 + a2|K̃| è κ̃2 = εa.

Ñëåäñòâèå 2.3.6 Âðúçêàòà ìåæäó ôîêàëíèòå êðèâèíè íà öèëèíä-
ðè÷íàòà ñïèðàëà γ ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå (34) è øåéï
êðèâèíàòà íà ïîðàæäàùàòà C3-ðàâíèííà êðèâà α, îòíåñåíà ñïðÿ-
ìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, å

(37)
c2
c1

=

√
1 + a2

a
K̃.
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Ñúñ ñëåäâàùàòà òåîðåìà å äàäåíî ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå
íà ôîêàëíèòå êðèâè íà öèëèíäðè÷íèòå ñïèðàëè, ïîðîäåíè îò ðàâ-
íèííè êðèâè, ïàðàìåòðèçèðàíè ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ÷ðåç
âåêòîðíèòå è ñêàëàðíèòå èíâàðèàíòè íà ãîðå ñïîìåíàòèòå ðàâíèííè
êðèâè.

Tåîðåìà 2.3.7 Íåêà α = α(s), s ∈ I å C3-ðàâíèííà êðèâà â E2,
ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, è íåêà K 6= 0 å
ðàâíèííàòà �è êðèâèíà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å γ(s) å öèëèíäðè÷íàòà
ñïèðàëà, äåôèíèðàíà ñ óðàâíåíèå (34). Òîãàâà ôîêàëíàòà êðèâà Cγ

íà γ èìà âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå
(38)

Cγ(s) = α(s)+
(1 + a2)K ′

K3
T+

1 + a2

K
N+

(as+ b)aK3 − (1 + a2)K ′

aK3
~e3,

êúäåòî T è N ñà âåêòîðèòå íà Ôðåíå íà α.

Oïðåäåëåíèå 2.3.8Ôîêàëíàòà êðèâàCγ íà γ ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåä-
ñòàâÿíå (38) íàðè÷àìå, àñîöèèðàíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà íà ðàâ-
íèííàòà êðèâà α ñ íåíóëåâà ðàâíèííà êðèâèíà.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà ÿâíà âðúçêà ìåæäó êðèâèíàòà è òîð-
çèÿòà íà àñîöèèðàíàòà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà è ðàâíèííàòà êðèâèíà
è øåéï êðèâèíàòà íà α.

Òåîðåìà 2.3.9 Êðèâèíàòà K1 è òîðçèÿòà K2 íà àñîöèèðàíàòà
êðèâà Cγ íà îòíåñåíàòà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð C3- ðàâíèííà

êðèâà α ñ ðàâíèííà êðèâèíà K 6= 0 è øåéï êðèâèíà K̃ ñå çàäàâàò ñ
(39)

K1 =
a2|K|

(1 + a2)
∣∣∣a2 + (1 + a2)

(
K̃
K

)′∣∣∣ èK2 =
aK

(1 + a2)
(
a2 + (1 + a2)

(
K̃
K

)′) .
Ñëåäñòâèå 2.3.10 Êðèâàòà Cγ àñîöèèðàíà ñ C

3-ðàâíèííàòà êðèâà
α, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, å öèëèíäðè÷íà ñïèðàëà.

Òåîðåìà 2.3.11Øåéï êðèâèíàòà K̃1 è øåéï òîðçèÿòà K̃2 íà àñî-
öèèðàíàòà êðèâà Cγ íà C3-ðàâíèííàòà êðèâà α, îòíåñåíà êúì åñ-

òåñòâåí ïàðàìåòúð, ñ ðàâíèííà êðèâèíà K 6= 0 è øåéï êðèâèíà K̃
ñå çàäàâàò ñ

(40) K̃1 =

√
1 + a2

a

∣∣∣∣∣K̃ +
(1+a2)
K

(
K̃
K

)′′
a2 + (1 + a2)

(
K̃
K

)′
∣∣∣∣∣ è K̃2 =

δ

εa
,
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êúäåòî ε = sign(K) è δ = sign
(
a2 + (1 + a2)

(
K̃
K

)′)
.

Oïðåäåëåíèå 2.3.12Îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà àñîöèèðàíàòà êðè-
âà Cγ âúðõó ðàâíèíàòà E2 = Oxy ùå íàðè÷àìå îáîáùåíà ôîêàëíà

êðèâà íà ðàâíèííàòà êðèâà α, è ùå îçíà÷àâàìå ñ β.

Âúç îñíîâà íà óðàâíåíèå (38), å èçâåäåíî óðàâíåíèåòî íà îáîáùåíàòà
ôîêàëíà êðèâà íà êðèâàòà α

(41) β(s) = α(s)− (1 + a2)K̃

K
α

′
+

1 + a2

K
Jα

′
.

Ðàçãëåäàíè ñà íÿêîëêî èëþñòðàòèâíè ïðèìåðà íà ïðîñòðàíñò-
âåíè ëèíèè, àñîöèèðàíè ñ ðàâíèííè ëèíèè, ÷èÿòî ïàðàìåòðèçàöèÿ
îòíîñíî äúëæèíàòà íà äúãàòà å èçâåñòíà. Ñòàíäàðòåí ìåòîä çà ïî-
ëó÷àâàíåòî íà ïàðàìåòðèçàöèÿ ñïðÿìî äúëæèíàòà íà äúãàòà èëè åñ-
òåñòâåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ å ïðåäñòàâåí îò Òó â [45], ãë. 1, ñòð. 10.
Â ïúðâèÿ ïðèìåð å ïîëó÷åíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ, àñîöèèðàíà ñ
îêðúæíîñò â ðàâíèíàòà Oxy ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ðàäè-
óñ r = a > 0. Àñîöèèðàíàòà ñ îêðúæíîñòòà α1 ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà
Cγ èëè ôîêàëíàòà êðèâà íà γ å ÷àñò îò âèíòîâà ëèíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðè÷íî ïðåäñòàâÿíå

Cγ(t) =

(
−a cos

(
t

a
√

2

)
,−a sin

(
t

a
√

2

)
,
t√
2

)T
, t ∈ [0, 2

√
2πa).

Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà Cγ ñà ðàâíè íà 1
2a çà âñÿêà ñòîéíîñò íà t.

Íåùî ïîâå÷å, ðîòàöèÿ îêîëî îñòòà Oz íà úãúë π èçîáðàçÿâà êðèâàòà
γ â êðèâàòà Cγ .

Âúâ âòîðèÿ ïðèìåð å ïîëó÷åíà ïðîñòðàíñòâåíà ëèíèÿ, àñîöè-
èðàíà ñ ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà, çàäàäåíà ñ

λ(u) = (aebu cos(u), aebu sin(u)), u ∈ (−∞,+∞),

êúäåòî a è b ñà ðåàëíè íåíóëåâè êîíñòàíòè. Îò òâúðäåíèå 2.1.2 å ïî-
ëó÷åíà åñòåñòâåíàòà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà ãåîäåçè÷íàòà ëèíèÿ îò òèï(

1√
2
, 0, 1√

2

)
âúðõó öèëèíäúðà Sα è å ïîêàçàíî, ÷å òÿ å êîíè÷íà ñïè-

ðàëà.
Ïîêàçàíî å, ÷å ôîêàëíàòà ëèíèÿ Cγ íà γ å ïðàâèëíà ïðîñòðàí-

ñòâåíà ëèíèÿ ñ äîïèðàòåëåí âåêòîð ñ ïîñòîÿííà äúëæèíà |A(t)| =
1
2 (1 + 2b2), êðèâèíà K1(t) = 1√

2b2(1+2b2)t
> 0 è òîðçèÿ
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K2(t) = 1√
2(1+2b2)bt

6= 0. Ñëåäîâàòåëíî è øåéï êðèâèíàòà è øåéï òîð-

çèÿòà íà Cγ ñà íåíóëåâè êîíñòàíòè. Òîåñò, àñîöèèðàíàòà êðèâà Cγ ñ
ëîãàðèòìè÷íàòà ñïèðàëà α1, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, å
ñúùî êîíè÷íà ñïèðàëà. Ñðàâíÿâàéêè ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ íà
êîíè÷íèòå ñïèðàëè γ è Cγ , å ïîêàçàíî, ÷å ñúùåñòâóâà äèðåêòíà ïî-
äîáíîñò â E3, êîÿòî èçîáðàçÿâà γ â Cγ . Òàçè ïîäîáíîñò å êîìïîçèöèÿ
îò ðîòàöèÿ îêîëî îñòà Oz íà úãúë π è õîìîòåòèÿ â E3, îïðåäåëåíà ñ
ìàòðèöàòà  1 + 2b2 0 0

0 1 + 2b2 0
0 0 1 + 2b2

 .

Îñâåí òîâà å ïîêàçàíî,÷å γ è Cγ ëåæàò âúðõó êîíóñà ñ óðàâíåíèå

x2 + y2 = 1+b2

b2 z2. Ïðè a = 1 è b = − 1√
2
êîíè÷íèòå ñïèðàëè γ â Cγ

èìàò ñúîòâåòíî êðèâèíà è òîðçèÿ, êàêòî ñëåäâà:

κ1γ(t) =
1

t
, κ2γ(t) = −1

t
, K1(t) =

1

2t
èK2 = − 1

2t
.

Êàòî ñëåäñòâèå,
κ2γ(t)
κ1γ(t)

= K2(t)
K1(t)

= −1. ×àñòè îò òåçè êîíè÷íè ñïèðàëè,

äåôèíèðàíè â èíòåðâàëà (0, 2π], ñà èçîáðàçåíè íà ôèãóðà 2.1.
Â ïðèìåð òðè, èçïîëçâàéêè àëãîðèòúì 2.2.4 å íàìåðåíà ïðîñò-

ðàíñòâåíà ëèíèÿ, àñîöèèðàíà ñ èíâîëþòà íà îêðúæíîñò â ðàâíèíàòà
Oxy ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ðàäèóñ a > 0. Îò èçâåäåíèòå
ïàðàìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà ãåîäåçè÷íàòà è àñîöèèðàíàòà ëèíèÿ
è ïîëó÷åíèòå Åâêëèäîâè èíâàðèàíòè å íàïðàâåí ñëåäíèÿò èçâîä:

(à) γ è Cγ ñà ëèíèè, îòíåñåíè ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð;

(á) γ è Cγ èìàò ñúîòâåòíî ðàâíè êðèâèíà è òîðçèÿ. Â äîïúëíåíèå,
κ2γ(t)

κ2γ(t)
=
K2(t)

K1(t)
= 1.

(â) Ñúùåñòâóâà åäíàêâîñò â E3, êîÿòî òðàíñôîðìèðà γ â Cγ . Òàçè
åäíàêâîñò å êîìïîçèöèÿ îò ðîòàöèÿ îêîëî îñòà z íà úãúë π è
òðàíñëàöèÿ â E3, îïðåäåëåíà îò âåêòîð (0, 0, 2a)T .

Âúâ ôèã. 2.2 ñà èçîáðàçåíè ÷àñòè îò êðèâèòå γ è Cγ äåôèíèðàíè â
èíòåðâàëà (−6π, 6π), â ñëó÷àÿ êîãàòî a = 1

6 .
Â ïðèìåð ÷åòèðè å íàìåðåíà ïðîñòðàíñòâåíàòà ëèíèÿ, àñîöè-

èðàíà ñ âåðèæêàòà y = a. cosh
(x
a

)
, −a ≤ x ≤ a çà êîÿ äà å ðåàëíà
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ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà a. Â ó÷åáíèêà íà Ãðåé [26, p.47] å ïîêàçàíî,
÷å òàçè ðàâíèííà ëèíèÿ, ðàçãëåæäàíà â ðàâíèíàòà Oxy, ïðèòåæàâà
ïàðàìåòðèçàöèÿ îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Ïðèëàãàéêè àëãîðè-
òúì 2.2.4, e îïðåäåëåíà àñîöèèðàíàòà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà Cγ íà
âåðèæêàòà. Íà ôèã. 2.3 ñà èçîáðàçåíè ëèíèèòå α, γ, Cγ è β ïðè
a = 1. Ïîëó÷åíî å, ÷å îòíîøåíèåòî íà åâêëèäîâèòå èíâàðèàíòè íà
àñîöèèðàíàòà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà å 1.

Â ïðèìåð ïåò å íàìåðåíà îáîáùåíàòà ôîêàëíà ëèíèÿ íà öèê-
ëîèäàòà α0(t) = (c.(t + sin t), c.(1 + cos t), 0), c = const > 0, t ∈ R.
Ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà åäèí íåèí êëîí α0, ñïðÿìî åñòåñò-
âåí ïàðàìåòúð s, e
(42)

α(s) =

(
s
√

16c2 − s2
8c

+ 2c arcsin
( s

4c

)
,

16c2 − s2

8c
, 0

)
, −4.c ≤ s ≤ 4.c

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà ïîëó÷åíèÿ îò íàñ ðåçóëòàò, ÷å îáîáùåíàòà ôî-
êàëíà ëèíèÿ β íà öèêëîèäàòà, ñúùî å öèêëîèäà ñ ïàðàìåòðèçàöèÿ
îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Î÷åâèäíî å, ÷å ëèíèÿòà β ìîæå äà áú-
äå ïîëó÷åíà îò ëèíèÿòà α ÷ðåç òðàíñëàöèÿ, îïðåäåëåíà îò âåêòîðà
~p = (0,−4c(1 + a2), 0).

Ôèãóðà 1. Öèêëîèäàòà α â ÷åðâåíî, îáîáùåíàòà ôîêàëíà êðèâà β â ëèëà-

âî, öèëèíäðè÷íàòà ñïèðàëà γ â ñèíüî, àñîöèèðàíàòà êðèâà Cγ
íà α â çåëåíî

È íàêðàÿ, íî íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî, ñà íàìåðåíè îáîáùåíèòå ôî-
êàëíè ëèíèè íà çàòâîðåíè ðàâíèííè ëèíèè ñ ïåðèîäè÷íà ðàâíèííà
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êðèâèíà. Íåêà α = α(s) å ðàâíèííà êðèâà ñ ïåðèîäè÷íà ðàâíèííà

êðèâèíà K(s) =
m

n
− sin s, ïàðàìåòðèçèðàíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðà-

ìåòúð s, êúäåòî m ∈ Z, n > 1, n ∈ N è (m,n) = 1. Òàêàâà êðèâà å
âúâåäåíà è èçñëåäâàíà îò Àðîéî â [7]. Çà ôóíêöèÿòà θ(s) å ïîëó÷å-

íî, ÷å θ(s) =

∫
K(s)ds + θ0 =

π

2
+ cos s +

m

n
s, îòêúäåòî å èçâåäåíî

ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà α ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð

α(s) =

(∫
cos
(π

2
+ cos s+

m

n
s
)
ds,

∫
sin
(π

2
+ cos s+

m

n
s
)
ds, 0

)
Îò óðàâíåíèå (34) ñëåäâà, ÷å ñúîòâåòíàòà öèëèíäðè÷íà ñïèðàëà èìà
ïàðàìåòðèçàöèÿ, ñïðÿìî êîÿòî äîïèðàòåëíèÿò âåêòîð èìà ïîñòîÿííà
äúëæèíà

γ(s) =

(∫
cos
(π

2
+ cos s+

m

n
s
)
ds,

∫
sin
(π

2
+ cos s+

m

n
s
)
ds, as+ b

)
è îò óðàâíåíèå (38) å ïîëó÷åíà àñîöèèðàíàòà êðèâà íà α(s)

Cγ(s) = (−
∫

sin
(
ms
n + cos s

)
ds+A(s),

∫
cos
(
ms
n + cos s

)
ds−B(s),

as+ b+ C(s)).

Òîãàâà îáîáùåíàòà ôîêàëíà êðèâà β íà α(s) èìà ïàðàìåòðèçàöèÿ
β(s) =

(
−
∫

sin
(
ms
n + cos s

)
ds+A(s),

∫
cos
(
ms
n + cos s

)
ds−B(s), 0

)
.

Î÷åâèäíî å, ÷å àñîöèèðàíàòà ôîêàëíà Cγ ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò
γ ÷ðåç ìàòðè÷íàòà ôóíêöèÿ T~r(s) â õîìîãåííè êîîðäèíàòè

(T~r(s)) =


1 0 0 A(s)
0 1 0 B(s)
0 0 1 C(s)
0 0 0 1


Íà ôèã. 2.5 ñà èçîáðàçåíè çàòâîðåíàòà êðèâà α çà m = 1 è n = 5

â ÷åðâåíî è íåéíàòà öèëèíäðè÷íà ñïèðàëà γ â ñèíüî. Íà ôèã. 2.6 ñà
èçîáðàçåíè ôîêàëíàòà êðèâà íà γ â çåëåíî. Íà ôèã. 2.7 ñà èçîáðàçåíè
ðàâíèííàòà êðèâà α ñ ÷àñò îò íåéíàòà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà β â
ëèëàâî.

Ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [21] Focal curves of
geodesics on generalized cylinders, ARPN Journal of Engineering and
Applied Sciences (SJR-0.238(2019)), 14 (2019), pp. 2058-2068 è [24] A
visualization and a shape characterisation of a class of cylindrical helices,
MATTEX 18, Proceedings of the international conference, 1 (2018), pp.
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57-64 è ñà äîêëàäâàíè íà êîíôåðåíöèÿòà MATTEX 2018Øóìåí. Ñòà-
òèÿ [21] å öèòèðàíà îò Àëòúáàíè [4] è [5].

Ãëàâà 3. Îáîáùåíè ôîêàëíè êðèâè íà êðèâè íà Ôðåíå
â òðèìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Òóê e ïðåäñòàâåíà íîâà êîíñòðóêöèÿ íà ïàðàìåòðèçèðàíà êðè-
âà â E3, ïîëó÷åíà îò äàäåíà êðèâà íà Ôðåíå â E3, ïàðàìåòðèçèðàíà
ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, îò êëàñ C4. Òàçè êîíñòðóêöèÿ å ðàç-
äåëåíà íà òðè ïîñëåäîâàòåëíè ÷àñòè. Â íà÷àëîòî, äàäåíàòà êðèâà â
E3 ïîðàæäà êðèâà íà Ôðåíå â E4, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðà-
ìåòúð. Ñëåä òîâà ôîêàëíàòà êðèâà â E4 íà ïîëó÷åíàòà êðèâà â E4

ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïàðàìåòðè÷íî. È íàêðàÿ, îðòîãîíàëíàòà ïðî-
åêöèÿ íà òàçè ôîêàëíà êðèâà âúâ ôèêñèðàíà õèïåððàâíèíà â E4 ñå
èäåíòèôèöèðà ñ êðèâà â E3, íàðå÷åíà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà íà
äàäåíà êðèâà íà Ôðåíå â E3. Ïðåìèíàâàíåòî îò êðèâà íà Ôðåíå â E3

êúì êðèâà íà Ôðåíå â E4 çàâèñè îò òèïà íà ïúðâîíà÷àëíàòà êðèâà.
Ðàçãëåäàíè ñà ñëåäíèòå òðè òèïà êðèâè íà Ôðåíå â E3:
1. Íåñïèðàëíè êðèâè, òîåñò êðèâè íà Ôðåíå, çà êîèòî îòíîøåíèåòî
íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà å ðàçëè÷íî îò êîíñòàíòà;
2. Îáîáùåíè ñïèðàëè (îáîáùåíè âèíòîâè ëèíèè), ðàçëè÷íè îò êðúãî-
âèòå ñïèðàëè (âèíòîâèòå ëèíèè), òîåñò êðèâè íà Ôðåíå, ÷èèòî êðè-
âèíà è òîðçèÿ ñà ðàçëè÷íè îò êîíñòàíòà, íî îòíîøåíèåòî íà òîðçèÿ
êúì êðèâèíà å ðàâíî íà êîíñòàíòà;
3. Êðúãîâè ñïèðàëè (âèíòîâè ëèíèè), òîåñò êðèâè íà Ôðåíå ñ íåíó-
ëåâè êðèâèíà è òîðçèÿ ðàâíè íà êîíñòàíòà.
Ïðåäëîæåíàòà êîíñòðóêöèÿ å ïðèäðóæåíà îò ïîäðîáåí àëãîðèòúì è
ïîäõîäÿùè ïðèìåðè.

Íåêà En (n = 2, 3) å n-ìåðíîòî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Íå-
ãîâèòå åëåìåíòè ñà òî÷êè, ÷èèòî ðàäèóñ-âåêòîðè ñà ïðåäñòàâåíè ñ
âåêòîð-ñòúëáîâå x ∈ Rn. Àôèííîòî èçîáðàæåíèå Φ : En → En ñå íà-
ðè÷à çàïàçâàùî îðèåíòàöèÿòà Åâêëèäîâî äâèæåíèå, àêî Φ çàïàçâà
ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó ïðîèçâîëíè äâå òî÷êè îò En è îðèåíòàöèÿòà íà
En. Çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà åâêëèäîâè äâèæåíèÿ îáðàçóâàò ãðó-
ïà, êîÿòî å ïîäãðóïà íà ãðóïàòà íà âñè÷êè àôèííè èçîáðàæåíèÿ,
çàïàçâàùè îðèåíòàöèÿòà.

Äèðåêòíà ïîäîáíîñò èëè ïîäîáíîñò, çàïàçâàùà îðèåíòàöèÿòà, å
àôèííî èçîáðàæåíèå Ψ : En → En, êîåòî çàïàçâà îðèåíòàöèÿòà è úã-
ëèòå. Âñÿêà äèðåêòíà ïîäîáíîñò ïðèòåæàâà ïðåäñòàâÿíå â ìàòðè÷íà
ôîðìà

(43) Ψ(x) = ρAx+ b,
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êúäåòî x å ðàäèóñ - âåêòîðúò íà ïðîèçâîëíà òî÷êà â En, Ψ(x) å ðà-
äèóñ - âåêòîðúò íà íåãîâîòî èçîáðàæåíèå â En, ρ > 0 å êîíñòàíòà,
A å ôèêñèðàíà n × n îðòîãîíàëíà ìàòðèöà ñ det(A) = 1 è b ∈ Rn å
âåêòîð íà òðàíñëàöèÿ. Äèðåêòíàòà ïîäîáíîñò (43) å åâêëèäîâî äâè-
æåíèå, çàïàçâàùî îðèåíòàöèÿòà, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ρ = 1.
Ïî òîçè íà÷èí ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äèðåêòíè ïîäîáíîñòè â En
îáðàçóâà ñúùî ïîäãðóïà íà ãðóïàòà íà àôèííèòå èçîáðàæåíèÿ, çà-
ïàçâàùè îðèåíòàöèÿòà è òàçè ïîäãðóïà å íàé-ìàëêîòî ðàçøèðåíèå
íà ãðóïàòà íà çàïàçâàùèòå îðèåíòàöèÿòà åâêëèäîâè äâèæåíèÿ.

Ãëàâà òðåòà å îðãàíèçèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Â 1 ðàçäåë ñà
ïðèïîìíåíè äåôèíèöèè è îñíîâíè ôàêòè îòíîñíî êðèâèòå íà Ôðå-
íå è òåõíèòå ôîêàëíè êðèâè â Åâêëèäîâèòå ïðîñòðàíñòâà E3 è E4.
Ñëåä òîâà, e ïðåäñòàâåíà êîíñòðóêöèÿ, â òðè ñòúïêè, çà îïðåäåëÿ-
íå íà ïàðàìåòðèçèðàíà ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà îò äàäåíà êðèâà íà
Ôðåíå â E3, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Îñíîâíàòà ÷àñò
îò òàçè êîíñòðóêöèÿ, ò.å. ïîëó÷àâàíåòî íà êðèâà íà Ôðåíå â E4 îò
êðèâà íà Ôðåíå â E3 å ïîäðîáíî îáñúäåíî. Êîíñòðóêöèÿòà å ïðèäðó-
æåíà îò àëãîðèòúì, êîéòî îáõâàùà âñè÷êè ñëó÷àè íà êðèâà íà Ôðåíå
â E3. Â ïðîäúëæåíèåòî ñà ðàçãëåäàíè òðè èëþñòðàòèâíè ïðèìåðà.
Ãëàâàòà çàâúðøâà ñúñ çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè. Èìà äâà âàæíè êëàñà
êðèâè íà Ôðåíå â E3: êëàñúò íà âèíòîâèòå ëèíèè è íåãîâîòî ðàçøè-
ðåíèå êëàñúò íà îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè. Âñÿêà âèíòîâà ëèíèÿ
èìà ïîñòîÿííà êðèâèíà è ïîñòîÿííà òîðçèÿ è ïðèòåæàâà ïàðàìåòðè-
çàöèÿ îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð âúâ âèäà

α(s) =
(
p cos(as), p sin(as), bs

)T
,

êúäåòî a 6= 0, b 6= 0, p 6= 0, a2p2 + b2 = 1 (âèæ [30, Ãëàâà 2]). Äðó-
ãà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà ïðîèçâîëíà âèíòîâà ëèíèÿ, îòíåñåíà ñïðÿìî
åñòåñòâåí ïàðàìåòúð å

(44) α(s) =

(√
1− b2
a2

cos(as),

√
1− b2
a2

sin(as), bs

)T
,

êúäåòî a ∈ R \ {0}, b ∈ {(−1, 0)∪ (0, 1)}. Çà òàêàâà êðèâà, êðèâèíàòà
è òîðçèÿòà ñà ñúîòâåòíî ðàâíè íà

(45) κ(s) =
√
a2 (1− b2) è τ(s) = ab.

Âñÿêà îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ èëè êðèâà ñ ïîñòîÿíåí íàêëîí å
êðèâà â E3, ÷èèòî äîïèðàòåëíè âåêòîðè îáðàçóâàò ïîñòîÿíåí úãúë ñ
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ôèêñèðàí åäèíè÷åí âåêòîð. Òîçè ôèêñèðàí âåêòîð ìîæå äà ñå èçáå-
ðå äà áúäå âåêòîð, óñïîðåäåí íà îñòà z. Òîãàâà íàé-÷åñòî ñðåùàíàòà
ïàðàìåòðèçàöèÿ íà îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñ-
òâåí ïàðàìåòúð, å
(46)

α(s) =
(
x(s), y(s), bs

)
)T , s ∈ I,

êúäåòî I ⊆ R å èíòåðâàë, b ∈ {(−1, 0) ∪ (0, 1)} å êîíñòàíòà, è
(x′(s))

2
+ (y′(s))

2
+ b2 = 1 çà ïðîèçâîëíî s ∈ I.

Êðèâà íà Ôðåíå â E3 å îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî îòíîøåíèåòî íà òîðçèÿòà êúì êðèâèíàòà å ïîñòîÿííî (âèæ
ëåìè 8.18 è 8.19 â ó÷åáíèêà íà Ãðåé [26]). Î÷åâèäíî âñè÷êè âèíòî-
âè ëèíèè îáðàçóâàò ïîäêëàñ íà êëàñà íà îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè.
Âðúçêèòå ìåæäó ðàâíèííè êðèâè è îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè ñà ïî-
ëó÷åíè îò Èçóìèÿ è Òàêåó÷è â [27]. Ïàðàìåòðè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ
íà îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè ñ äàäåí ïîñòîÿíåí úãúë ìåæäó äîïè-
ðàòåëíèÿò âåêòîð è ôèêñèðàí åäèíè÷åí âåêòîð, è çàäàäåíè ôóíêöèè
íà êðèâèíàòà ñà èçñëåäâàíè îò Àëè â [3]. Íÿêîëêî ïðèìåðà íà îáîá-
ùåíèòå âèíòîâè ëèíèè, îòíåñåíè ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ñà äà-
äåíè â [21]. Ïî-ïîäðîáíî îïèñàíèå íà äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ
íà ïðîñòðàíñòâåíèòå êðèâè ìîæå äà áúäå íàìåðåíî â ó÷åáíèöèòå íà
Áàí÷îâ [8] è Ãðåé [26].

Ïðèåìàìå, ÷å ÷åòèðèìåðíîòî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E4 å àôèí-
íî ïðîñòðàíñòâî, ÷èåòî àñîöèèðàíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî R4 ñå ñúñ-
òîè îò ðåàëíè âåêòîð-ñòúëáîâå ñ ðàçìåðíîñò 4 × 1. Ñ äðóãè äóìè,
âñÿêà òî÷êà X ∈ E4 ìîæå äà áúäå îòúæäåñòâåíà ñ íåéíèÿ ðàäèóñ-
âåêòîð X = (x1, x2, x3, x4)

T ∈ R4. Âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî R4 å
ñíàáäåíî ñúñ ñòàíäàðòíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà äâà âåêòîðà. Àêî
U = (u1, u2, u3, u4)T è V = (v1, v2, v3, v4)T ñà ÷åòèðèìåðíè âåêòîðè,
òî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà U è V å ðåàëíîòî ÷èñëî

U ·V = u1v1 + u2v2 + u3v3 + u4v4

è äúëæèíàòà íà âåêòîðà U å

‖U‖ =
√
U ·U =

√
u21 + u22 + u23 + u4

2

.

Íåêà γ : I −→ E4 å êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð,
îò êëàñ C4, äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà I ⊆ R, ñ âåêòîðíî-ïàðàìåòðè÷íî
óðàâíåíèå

(47) γ(s) =
(
b1(s), b2(s), b3(s), b4(s)

)T
, s ∈ I.
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Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè bi(s), i = 1, 2, 3, 4 èìàò
íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä 4 âêëþ÷èòåëíî è γ′(s) = d

dsγ(s)
å åäèíè÷åí âåêòîð çà ïðîèçâîëíî s ∈ I. Îñâåí òîâà, àêî âåêòîðè-
òå γ′(s), γ′′(s) = d

dsγ
′(s), γ′′′(s) = d

dsγ
′′(s) è γ(4)(s) = d

dsγ
′′′(s) ñà

ëèíåéíî íåçàâèñèìè çà ïðîèçâîëíî s ∈ I, òî êðèâàòà γ : I −→ E4

ñå íàðè÷à êðèâà íà Ôðåíå, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.
Ñïîðåä Áàí÷îâ è Ëîâåò [8] ïðèäðóæàâàùèÿ áàçèñ íà Ôðåíå çà êðè-
âàòà γ ñå ñúñòîè îò åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí âåêòîð T(s), è ñúîòâåòíî
ïúðâè, âòîðè è òðåòè åäèíè÷íè íîðìàëíè âåêòîðè N1(s), N2(s) è
N3(s). Êàêòî å ïîêàçàíî â ó÷åáíèêà íà Ãëþê [25], òåçè âåêòîðè ìîãàò
äà áúäàò ïîëó÷åíè ÷ðåç ìåòîäà çà îðòîãîíàëèçàöèÿ íà Ãðàì-Øìèä,
ïðèëîæåí êúì âåêòîðèòå γ′(s), γ′′(s), γ′′′(s) è γ(4)(s). Ñëåä òîâà,
êðèâèíèòå K1(s),K2(s) è K3(s) ëåñíî ìîãàò äà áúäàò èç÷èñëåíè. Â
ó÷åáíèêà ñè [8] Áàí÷îâ è Ëîâåò äàâàò ÿâíè ôîðìóëè çà êðèâèíèòå è
ïðåäëàãàò äðóã ðåêóðñèâåí íà÷èí çà îïðåäåëÿíå íà áàçèñà íà Ôðåíå.
Ïî-íàòàòúê èçïîëçâàìå òåõíèÿ ïîäõîä çà èçñëåäâàíå íà êðèâèòå íà
Ôðåíå â E4.

Äà îòáåëåæèì, ÷å óñëîâèåòî γ äà å êðèâà íà Ôðåíå â E4 å åêâè-
âàëåíòíî íà óñëîâèåòî γ äà å êðèâà îò êëàñ C4 ñ êðèâèíè K1(s) > 0,
K2(s) > 0 è K3(s) 6= 0.

Àíàëîãè÷íî íà òðèìåðíèÿ ñëó÷àé, ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíà îñêóëà÷íà õèïåðñôåðà â ïðîèçâîëíà òî÷êà íà êðèâàòà γ â E4.
Öåíòðîâåòå íà òåçè îñêóëà÷íè õèïåðñôåðè îïðåäåëÿò íîâà êðèâà, íà-
ðå÷åíà ôîêàëíà êðèâà íà γ. Óðèáå-Âàðãàñ [46] èçñëåäâà ôîêàëíèòå
êðèâè çà ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò. Îò îñíîâåí íåãîâ ðåçóëòàò ñëåäâà,
÷å êðèâàòà íà Ôðåíå γ : I −→ E4, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðà-
ìåòúð, çàäàäåíà ñ (47) ïðèòåæàâà ôîêàëíà êðèâà ñ ïàðàìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå

(48) Cγ(s) = γ(s) + c1(s)N1(s) + c2(s)N2(s) + c3(s)N3(s),

êúäåòî Ni(s), i = 1, 2, 3 ñà òðèòå åäèíè÷íè íîðìàëíè âåêòîðà íà γ
è êîåôèöèåíòèòå ci(s) i = 1, 2, 3 íàðå÷åíè ôîêàëíè êðèâèíè ìîãàò
äà ñå èçðàçÿò ÷ðåç êðèâèíèòå K1(s), K2(s), K3(s) íà γ. Àêî Ki(s) ñà
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ôóíêöèè, ðàçëè÷íè îò êîíñòàíòà, òî ôîêàëíèòå êðèâèíè ñà

(49)

c1(s) =
1

K1(s)

c2(s) =

(
1

K1(s)

)′
1

K2(s)

c3(s) =

(
c1(s)

c2(s)
c′1(s) + c′2(s)

)
1

K3(s)

=

(
K2(s)

K1(s)
+

[(
1

K1(s)

)′
1

K2(s)

]′)
1

K3(s)
.

Óðèáå-Âàðãàñ [46] è Ìîíòåðäå [36] äîêàçâàò, ÷å êðèâàòà γ : I −→ E4

å ñôåðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

(50) (c1(s))2 + (c2(s))2 + (c3(s))2

å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà çà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò íà s. Êàòî ñëåä-
ñòâèå îò óðàâíåíèå (49), àêî êðèâàòà γ : I −→ E4 èìà ïîñòîÿííè
êðèâèíè Ki(s), i = 1, 2, 3, òî íåéíèòå ôîêàëíè êðèâèíè ñúùî ñà êîí-

ñòàíòíè ôóíêöèè, îïðåäåëåíè êàêòî ñëåäâà: c1(s) =
1

K1(s)
, c2(s) = 0

è c3(s) =
K2(s)

K1(s)K3(s)
. Íåùî ïîâå÷å, îò (50) ñëåäâà, ÷å òàêàâà êðè-

âà å ñôåðè÷íà. Â [30, ãëàâà 2] å ïîêàçàíî, ÷å ïðîèçâîëíà 4D êðèâà
íà Ôðåíå ñ ïîñòîÿííè êðèâèíè ïðèòåæàâà ïàðàìåòðèçàöèÿ îòíîñíî
åñòåñòâåí ïàðàìåòúð îò âèäà

(51)
γ(s) = (p cos(as), p sin(as), q cos(bs), q sin(bs))

T
,

p, q 6= 0, a 6= b 6= 0, a2p2 + b2q2 = 1.

Íåêà I ⊆ R å èíòåðâàë, ñúäúðæàù íóëàòà è íåêà α : I −→ E3

å êðèâà íà Ôðåíå îò êëàñ C4 ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå îòíîñíî
åñòåñòâåí ïàðàìåòúð

(52) α(s) =
(
x(s), y(s), z(s)

)T
, s ∈ I.

Ñåãà ìîæåì äà èçñëåäâàìå êðèâèòå â E4, îòíåñåíè ñïðÿìî åñòåñòâåí
ïàðàìåòúð, êîèòî ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ α.

Tåîðåìà 3.2.1 Íåêà (52) å ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà êðèâà-
òà íà Ôðåíå α : I −→ E3, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð,
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îò êëàñ C4, è íåêà κ(s) è τ(s) ñà êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà α. Äà
ïðåäïîëîæèì, ÷å êðèâàòà γ1 : I −→ E4 å îïðåäåëåíà îò
(53)

γ1(s) =


1√
2
x(s)

1√
2
y(s)

1√
2
z(s)
s√
2

 =


1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 1√
2

0 0 0

α(s) +


0
0
0
s√
2

 , s ∈ I.

Òîãàâà:
(à) γ1 ñúùî å êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.
(á) γ1 å êðèâà íà Ôðåíå â E4 ñ êðèâèíè
(54)

K1(s) =
κ(s)√

2
, K2(s) =

κ(s)√
2

√
1 + 2

(
τ(s)

κ(s)

)2

èK3(s) = −

√
2
(
τ(s)
κ(s)

)′
1 + 2

(
τ(s)
κ(s)

)2 ,
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî α íå å îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ, òî-

åñò,
(
τ(s)
κ(s)

)′

6= 0 çà âñÿêî s.

Ðàçãëåäàíè ñà è äðóãè íà÷èíè çà ïîëó÷àâàíå íà 4D êðèâà, îòíå-
ñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, îò êðèâà íà Ôðåíå â E3, îòíåñåíà
ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

Tåîðåìà 3.2.2 Íåêà α : I → E3 å êðèâà íà Ôðåíå, îòíåñåíà ñïðÿìî
åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, îò êëàñ C4, çàäàäåíà ñ (52). Òîãàâà êðèâàòà
γ2 : I → E4, çàäàäåíà ñ

(55) γ2(s) = (x(s), y(s), cos(z(s)), sin(z(s)))
T
, s ∈ I

è êðèâàòà γ3 : I −→ E4, çàäàäåíà ñ
(56)

γ3(s) =
(
x(s), y(s), 2 arctan(z(s))− z(s), ln

(
1 + (z(s))2

))T
, s ∈ I

ñà êðèâè, îòíåñåíè ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, îò êëàñ C4. Îñâåí
òîâà:

(a) Çà âèíòîâàòà ëèíèÿ α çàäàäåíà ñ (44) ñ ïîñòîÿííè êðèâèíà è
òîðçèÿ (45), êðèâàòà γ2 å èëè ñôåðè÷íà êðèâà ñ ïîñòîÿííè
íåíóëåâè êðèâèíè, èëè å îêðúæíîñò â äâóìåðíî àôèííî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî íà E4, à êðèâàòà γ3 å êðèâà íà Ôðåíå â E4 ñ
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êðèâèíè
(57)

K1(s) =
√

(1−b2)(ab2s2+a)2+4b4

(b2s2+1)2
=
√

(κ(s))2 + 4b4

(b2s2+1)2

K2(s) =
√

(κ(s)τ(s))2p(s)
a4(b2s2+1)2((κ(s))2(b2s2+1)2)+4b4

K3(s) = 2b2τ(s)(1−b2)[a4(b2s2+1)3+2(τ(s))2(3b4s4−2b2s2−5)+24b4]
(K1(s))3(K2(s))2(b2s2+1)4 ,

êúäåòî p(s) = 4(3b2 − 2)(aτ(s))2(b2s2 + 1)4 + (a2κ(s))2(b2s2 +
1)6 + 16b4(b2(s2 − 3) + 1)(ab2s2 + a)2 + 64b8.

(b) Çà ïðîèçâîëíà îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ α îò êëàñ C4, îïðåäå-
ëåíà ñ (46), ñúîòâåòíàòà êðèâà γ2, äåôèíèðàíà ñ (55), å êðèâà
íà Ôðåíå â E4 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

(58) ∆2(s) = det

(
x′′′(s) + b2x′(s) y′′′(s) + b2y′(s)
x(4)(s) + b2x′′(s) y(4)(s) + b2y′′(s)

)
å íåíóëåâà çà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà.

Ñëåäñòâèå 3.2.3 Çà âèíòîâàòà ëèíèÿ α çàäàäåíà ÷ðåç (44) ïðè
a = b, êðèâàòà γ3 äåôèíèðàíà ñ (56) å êðèâà íà Ôðåíå â E4, íî
êðèâàòà γ2, äåôèíèðàíà ñ (55), íå å êðèâà íà Ôðåíå â E4.

Â ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå å ðàçãëåäàí êëàñ îò îáîáùåíè âèíòîâè
ëèíèè â E3, êîèòî íå ñà êðúãîâè ñïèðàëè.

Òâúðäåíèå 3.2.4 Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å α : (−∞,∞) −→ E3 å êðèâà
íà Ôðåíå, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ïàðàìåòðèçèðà-
íà ÷ðåç
(59)

α(s) =

(√
1− b2
a2

(2 arctan(as)− as),
√

1− b2
a2

ln
(
1 + (as)2

)
, bs

)T
,

êúäåòî a è b ñà ðåàëíè êîíñòàíòè óäîâëåòâîðÿâàùè a 6= 0, b ∈
{(−1, 0) ∪ (0, 1)}. Òîãàâà α å îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ ñ êðèâèíà è
òîðçèÿ, ðàçëè÷íè îò êîíñòàíòà. Îñâåí òîâà, ÷ðåç (55), êðèâàòà
α îïðåäåëÿ ïàðàìåòðèçèðàíà êðèâà
(60)

γ2(s) =

(√
1−b2
a2 (2 arctan(as)− as),

√
1−b2
a2 ln

(
1 + (as)2

)
, cos(bs), sin(bs)

)T
,

s ∈ (−∞,∞),

êîÿòî å êðèâà íà Ôðåíå â E4.
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Ñëåäñòâèå 3.2.5 Çà îáîáùåíàòà âèíòîâà ëèíèÿ α, çàäàäåíà ÷ðåç
(59) ïðè a = b, êîÿòî íå å êðúãîâà ñïèðàëà, êðèâàòà γ2, äåôèíèðàíà
ñ (55), å êðèâà íà Ôðåíå â E4, íî íîâàòà êðèâà, äåôèíèðàíà ñ (56)

γ3(s) =

(√
1−a2
a2 (2 arctan(as)− as),

√
1−a2
a2 ln

(
1 + (as)2

)
,

2 arctan(as)− as, ln(1 + (as)2)

)T
, a ∈ {(−1, 0) ∪ (0, 1)}

íå å êðèâà íà Ôðåíå â E4.

Ñ ïîìîùòà íà òåîðåìè 3.2.1 è 3.2.2 å äåôèíèðàíà íîâà êðèâà â E3,
ïîëó÷åíà îò äàäåíà êðèâà íà Ôðåíå α : I ⊆ R → E3 îò êëàñ C4,
îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Çà öåëòà å ïðåäëîæåíà êîíñ-
òðóêöèÿ, ñúñòîÿùà ñå îò òðè åòàïà:
- Ïúðâî, äàäåíàòà êðèâà α, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð,
ïîðàæäà åäèíñòâåíà êðèâà íà Ôðåíå γ â E4, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñ-
òâåí ïàðàìåòúð;
- Âòîðî, ïîëó÷åíàòà êðèâà γ îïðåäåëÿ åäèíñòâåíà ôîêàëíà êðèâà Cγ

â E4;
- Òðåòî, îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà òàçè ôîêàëíà êðèâà â õèïåððàâ-
íèíàòà Ω = {x4 = 0} ⊂ E4 îïðåäåëÿ íîâàòà êðèâà â E3.
Ïúðâèÿò åòàï, êîéòî ïðåäñòàâëÿâà êëþ÷îâà íîâîñò çà íàøåòî ïðåä-
ëîæåíèå, ñå ïîçîâàâà íà ñúùåñòâóâàíåòî íà êðàòúê ìåòîä çà ïîëó÷à-
âàíåòî íà ÷åòèðèìåðíà êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð,
îò òðèìåðíà êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Òîçè êðà-
òúê ìåòîä ñå ðåàëèçèðà ÷ðåç êîìáèíèðàíå íà òåîðåìà 3.2.1 è òåîðåìà
3.2.2. Ñëåäíèÿò àëãîðèòúì äàâà ïúëíî îïèñàíèå íà íàøàòà êîíñòðóê-
öèÿ.

Àëãîðèòúì 3.2.6 Ïîëó÷àâàíå íà íîâà 3D êðèâà, àñîöèèðàíà ñ äàäå-
íà 3D êðèâà íà Ôðåíå, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, îò
êëàñ C4.
Âõîä: Êðèâàòà íà Ôðåíå α : I → E3 îò êëàñ C4, îòíåñåíà ñïðÿìî
åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå (52).
1. Èç÷èñëåòå êðèâèíàòà κ(s) è òîðçèÿòà τ(s) íà α.

2. Àêî
τ(s)

κ(s)
íå å ïîñòîÿííà ôóíêöèÿ, òîãàâà äåôèíèðàéòå êðèâàòà

γ : I → E4 ñ ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå (54), ò.å. γ(s) = γ1(s), è
îòèäåòå íà ñòúïêà 5, â ïðîòèâåí ñëó÷àé îòèäåòå íà ñòúïêà 3.

3. Àêî
τ(s)

κ(s)
å ïîñòîÿííà ôóíêöèÿ, íî κ(s) è τ(s) íå ñà ïîñòîÿííè
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ôóíêöèè, òîãàâà îïðåäåëåòå êðèâàòà γ : I → E4 ñ ïàðàìåòðèçàöèÿ
(55), ò.å. γ(s) = γ2(s), è îòèäåòå íà ñòúïêà 5, â ïðîòèâåí ñëó-
÷àé α å êðúãîâà ñïèðàëà, ò.å. êàêòî κ(s), òàêà è τ(s) ñà ïîñòîÿííè
ôóíêöèè è ñëåä òîâà ïðåìèíåòå êúì ñëåäâàùàòà ñòúïêà.
4. Îïðåäåëåòå êðèâàòà γ : I −→ E4 ÷ðåç ïàðàìåòðè÷íîòî óðàâíå-
íèå (56), ò.å. γ(s) = γ3(s), è îòèäåòå íà ñòúïêà 5.
5. Íàìåðåòå ôîêàëíàòà êðèâà Cγ íà êðèâàòà íà Ôðåíå γ, îòíåñåíà
ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.
6. Îïðåäåëåòå îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ β íà êðèâàòà Cγ âúðõó õè-
ïåððàâíèíàòà
Ω = {x4 = 0} ⊂ E4.
7. Îòúæäåñòâåòå Ω ñ Åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî E3 è ðàçãëåäàé-
òå êðèâàòà β êàòî êðèâà β : I −→ E3.
Èçõîä: 3D êðèâà β.

Oïðåäåëåíèå 3.2.7 Êðèâàòà β îò àëãîðèòúì ñå íàðè÷à îáîáùå-

íà ôîêàëíà êðèâà íà 3D êðèâàòà α, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí
ïàðàìåòúð.

Îïèñàíèÿ ïî-ãîðå àëãîðèòúì 3.2.6 ðàçäåëÿ ìíîæåñòâîòî îò âñè÷-
êè êðèâè íà Ôðåíå â E3, îòíåñåíè ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, â òðè
íåïðåñè÷àùè ñå êëàñà: êëàñúò íà íåñïèðàëíèòå êðèâè, ò.å. êðèâè çà
êîèòî îòíîøåíèåòî íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà å ðàçëè÷íî îò êîíñòàí-
òà; êëàñúò íà îáîáùåíèòå ñïèðàëè ñ íåïîñòîÿííè êðèâèíà è òîðçèÿ;
êëàñúò íà êðúãîâèòå ñïèðàëè. Òåîðåìèòå 3.2.1 è 3.2.6 ãàðàíòèðàò ñú-
ùåñòâóâàíåòî íà åäèíñòâåíà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà çà âñÿêà íåñ-
ïèðàëíà êðèâà íà Ôðåíå è âñÿêà êðúãîâà ñïèðàëà. Òâúðäåíèå 3.2.4
è àëãîðèòúì 3.2.6 ïîêàçâàò, ÷å âñÿêà îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ (59)
ñúùî îïðåäåëÿ åäèíñòâåíà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà.

Â ïîñëåäíèÿ ðàçäåë íà ãëàâà 3, ñà ðàçãëåäàíè òðè èëþñòðàòèâ-
íè ïðèìåðà çà îáîáùåíè ôîêàëíè êðèâè íà 3D êðèâè ñ èçâåñòíà
ïàðàìåòðèçàöèÿ îòíîñíî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð. Ñòàíäàðòåí ïîäõîä
çà ïîëó÷àâàíåòî íà ïàðàìåòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå îòíîñíî äúëæèíàòà
íà äúãàòà íà ïàðàìåòðèçèðàíà êðèâà å ïðåäñòàâåí îò Òó [45, ãëàâà
1, ñòð.10]. Ïî-íàòàòúê, èíäåêñúò i íà êðèâàòà αi : I → E3 ñå ïî-
ÿâÿâà êàòî ïúðâè èíäåêñ íà âñè÷êè ñêàëàðíè è âåêòîðíè ôóíêöèè,
ñâúðçàíè ñ αi.

Ïúðâèÿò ðàçãëåäàí ïðèìåð å íà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà íà 3D
êðèâà ñ íåïîñòîÿííî îòíîøåíèå íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà. Èçñëåäâà-
íàòà êðèâàòà â E3 , îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, å ñ ïàðà-
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ìåòðè÷íî óðàâíåíèå
(61)

α1(s) =

(
1

3
(s+ 2)3/2,− (1− s)3/2

3
√

2
,− (3− s)3/2

3
√

2

)T
, s ∈ [−2, 1].

Îò òåîðåìà 3.2.1 å ïîëó÷åíî, ÷å 4D êðèâàòà γ1, îòíåñåíà ñïðÿìî
åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, èìà âåêòîðíî ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå

γ1(s) =

(
1

3
√

2
(s+ 2)3/2,−1

6
(1− s)3/2,−1

6
(3− s)3/2, s√

2

)T
, s ∈ (−2, 1)

Ñúãëàñíî àëãîðèòúì 3.2.6 è îïðåäåëåíèå 3.2.7 ïðîåêöèÿòà íà Cγ1

âúðõó õèïåððàâíèíàòà Ω ñå îòúæäåñòâÿâà ñ îáîáùåíàòà ôîêàëíà
êðèâà β1 : (−2, 1) −→ E3 íà α1. Ñëåä êàòî ñà íàïðàâåíè íÿêîè èç-
÷èñëåíèÿ å ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿòà íà β1:

β1(s) =

 14
√
2

45 (s+ 2)5/2
14
9 (1− s)5/2
− 14

15 (3− s)5/2

 , s ∈ (−2, 1).

Êðèâàòà α1 ñ èðàöèîíàëíà ïàðàìåòðèçàöèÿ (61), íåéíàòà ôîêàëíà
êðèâà Cα1 è íåéíàòà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà β1 ñà íàïúëíî èçîá-
ðàçåíè íà ôèã 3.1. Ñðàâíÿâàéêè ôîêàëíàòà êðèâà íà α1 è îáîáùå-
íàòà ôîêàëíà êðèâà íà α1 å çàêëþ÷åíî, ÷å êàêòî Cα1 , òàêà è β1 ñà
ïðîñòðàíñòâåíè êðèâè ñ èðàöèîíàëíè ïàðàìåòðèçàöèè .

Âòîðèÿò ðàçãëåäàí ïðèìåð å íà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà íà 3D
ñïèðàëíà êðèâà, ÷èèòî êðèâèíà è òîðçèÿ ñà ðàçëè÷íè îò êîíñòàí-
òà. Ðàçãëåäàíà å ïðîñòðàíñòâåíàòà êðèâà, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí
ïàðàìåòúð, è èðàöèîíàëíà ïàðàìåòðèçàöèÿ

(62) α2(s) =

(
1

3
(1 + s)3/2,−1

3
(1− s)3/2, s√

2

)T
, s ∈ (−1, 1).

Êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà α2 ñà ñúîòâåòíî κ2(s) = 1
2

√
1

2−2s2 è τ2(s) =

− 1
2

√
1

2−2s2 . Ñëåäîâàòåëíî êðèâàòà α2 å îáîáùåíà âèíòîâà ëèíèÿ ñ

ïîñòîÿííî îòíîøåíèå τ2(s)
κ2(s)

= −1, êîÿòî å ðàçëè÷íà îò âèíòîâà ëèíèÿ.

Ïðèëàãàéêè îïèñàíèÿ àëãîðèòúì êúì α2 å îïðåäåëåíà êðèâàòà γ2 :
[−1, 1] −→ E4, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, çàäàäåíà ñ

γ2(s) =

(
1

3
(1 + s)3/2,−1

3
(1− s)3/2, cos

(
s√
2

)
, sin

(
s√
2

))T
,
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è ñà èç÷èñëåíè íåéíèòå ñêàëàðíè è âåêòîðíè èíâàðèàíòè. Ñëåä òîâà
÷ðåç ñòúïêè 5, 6 è 7 îò àëãîðèòúìà, å ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿòà íà
îáîáùåíàòà ôîêàëíà êðèâà β2 : [−1, 1] −→ E3 íà α2. Äîïèðàòåëíèÿò
âåêòîð êúì òàçè êðèâà èìà êîîðäèíàòíè ôóíêöèè, êîèòî ñå íóëèðàò
çà s = 0 è ñëåäîâàòåëíî êðèâàòà β2 èìà âðúõ â òî÷êàòà β2(0). Îáîá-
ùåíàòà âèíòîâà ëèíèÿ α2 è íåéíàòà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà β2 ñà
èçîáðàçåíè íà ôèã 3.2.

Íà÷àëíàòà êðèâà α2 ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî îò îáîáùå-
íè ñïèðàëè ñ èðàöèîíàëíè ïàðàìåòðèçàöèè îòíîñíî äúëæèíàòà íà
äúãàòà

(63) α̃(s) =


(2
√
1−b2)(as+p)3/2

3a
√
p+q

− (2
√
1−b2)(q−as)3/2

3a
√
p+q

bs

 , s ∈
(
−p
a
,
q

a

)
,

êúäåòî a, b, p, q ñà ðåàëíè êîíñòàíòè óäîâëåòâîðÿâàùè a > 0, p > 0,
q > 0, b ∈ {(−1, 0) ∪ (0, 1)}. Âñúùíîñò òúé êàòî êðèâèíàòà íà α̃

κ̃(s) =
1

2

√
a2 (1− b2)

(as+ p)(q − as)

è òîðçèÿòà íà α̃

τ̃(s) = − ab

2
√

(as+ p)(q − as)
,

ñà íåïîñòîÿííè ôóíêöèè, íî îòíîøåíèåòî èì
τ̃(s)

κ̃(s)
= − b√

1− b2
å

ïîñòîÿííà ôóíêöèÿ, òî ñ äðóãè äóìè, âñÿêà êðèâà ñ ïàðàìåòðè÷íî
ïðåäñòàâÿíå (63) å îáîáùåíà ñïèðàëà, ðàçëè÷íà îò êðúãîâà ñïèðàëà.
Î÷åâèäíî å, ÷å çà a = 1, p = 1, q = 1, b = 1√

2
α̃(s) = α2(s).

Òâúðäåíèå 3.3.1 Îáîáùåíàòà ôîêàëíà êðèâà íà âñÿêà îáîáùåíà
ñïèðàëà â E3 ñ ïàðàìåòðèçàöèÿ îòíîñíî äúëæèíàòà íà äúãàòà (63)
å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.

Òðåòèÿò ðàçãëåäàí ïðèìåð å íà îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà êúì
âèíòîâà ëèíèÿ, îòíåñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, è ïàðàìåòðè-
çàöèÿ

(64) α3(s) =

(
1√
2

cos (s) ,
1√
2

sin (s) ,
1√
2
s

)T
, s ∈ (−∞,+∞).
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Ïîñðåäñòâîì òåîðåìà 3.2.2 å ïîëó÷åíà êðèâàòà íà Ôðåíå â E4, îòíå-
ñåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð

γ3(s) =

(
cos(s)√

2
,

sin(s)√
2
, 2 arctan

(
s√
2

)
− s√

2
, log

(
s2

2
+ 1

))T
, s ∈ R.

Íàìåðåíè ñà äèôåðåíöèàëíî ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà òàçè êðè-
âà è ÷ðåç ñòúïêè îò 5. äî 7. îò àëãîðèòúì 3.2.6 å ïîëó÷åí ïàðàìåò-
ðè÷íèÿ âèä íà îáîáùåíàòà ôîêàëíà êðèâà β3 : (−∞,+∞) −→ E3 íà
α3. Ïîñëåäíàòà êðèâà èìà ñúîòâåòíî êðèâèíà è òîðçèÿ ðàâíè íà

κβ3 =
(s2+2)

2
(s6+12s4+4s2+16)

3√
s6+6s4+4s2+8

√
2s2(s10+22s8+72s6+320s4+528s2+416)(s10+13s8+32s6−72s4+48s2+16)3/2

τβ3 = − (s2+2)
2
(s6+12s4+4s2+16)

2

√
2(s6+6s4+4s2+8)(s10+22s8+72s6+320s4+528s2+416)

.

Îñâåí òîâà β3 èìà âðúõ â òî÷êàòà β3(0), òúé êàòî äîïèðàòåë-
íèÿò âåêòîð íà β3 ñå íóëèðà ïðè s = 0. Âçàèìíîòî ðàçïîëîæåíèå íà
α3 è β3 å ïîêàçàíî íà ôèã. 3.3.

Ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â Ðåçóëòàòèòå îò òà-
çè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [22] Generalized Focal Curves of Frenet
Curves in Three-Dimensional Euclidean Space, Global Journal of Pure
and Applied Mathematics, 16 (2020), pp. 891-913. Îïðåäåëÿíåòî íà
îáîáùåíè ôîêàëíè êðèâè íà äðóãè âèäîâå íåñïèðàëíè êðèâè è îáîá-
ùåíè ñïèðàëè ùå áúäàò îáåêò íà áúäåùè èçñëåäâàíèÿ. Êëàñúò íà
ñôåðè÷íèòå êðèâè å îïèñàí îò Ãåîðãèåâ â [19].
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Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ
òðóä ñà: Â ãëàâà 1, ñà èçñëåäâàíè íîâ òèï öèëèíäðè÷íè êðèâè, ïîëó-
÷åíè äèðåêòíî îò ðàâíèííè êðèâè. Ïúðâèòå äâå êîîðäèíàòíè ôóí-
êöèè íà òàêàâà öèëèíäðè÷íà êðèâà ñúâïàäàò ñ êîîðäèíàòíèòå ôóí-
êöèè íà ðàâíèííàòà êðèâà. Òðåòàòà êîîðäèíàòíà ôóíêöèÿ íà òàçè
ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà å èëè ïàðàìåòúðà t íà êðèâàòà, èëè ïîäõîäÿ-
ùà íåãîâà ôóíêöèÿ. Êëàñúò íà òàêà ïîëó÷åíèòå öèëèíäðè÷íè êðèâè
ñúäúðæà â ñåáå ñè êëàñà íà îáîáùåíèòå âèíòîâè ëèíèè. Èçñëåäâà-
íè ñà âðúçêèòå ìåæäó äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà
ðàâíèííàòà êðèâà è äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðèàíòè íà
ñúîòâåòíàòà �è öèëèíäðè÷íà êðèâà. Íåùî ïîâå÷å, ïîëó÷åíî å è ïàðà-
ìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ôîêàëíèòå êðèâè íà òåçè öèëèíäðè÷íè
êðèâè.

Â ãëàâà 2 ñà èçñëåäâàíè äèôåðåíöèàëíî ãåîìåòðè÷íèòå èíâàðè-
àíòè íà íåðàâíèííè, ãåîäåçè÷íè ëèíèè âúðõó îáîáùåíè öèëèíäðè.
Ïúðâî, ïðåäëîæåíà å êîíñòðóêöèÿ, êîÿòî ñâúðçâà äàäåíà ðàâíèí-
íà ëèíèÿ ñ åäèíè÷íà ñêîðîñò, ñ åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ïðàâèëíà
ïðîñòðàíñòâåíà êðèâà. Çà öåëòà, å ðàçãëåäàíà íîâà ðàâíèííà êðè-
âà ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò 1√

2
òàêàâà, ÷å ìíîæåñòâàòà îò òî÷êèòå íà

ðàâíèííàòà êðèâà ñ åäèíè÷íàòà ñêîðîñò è íîâàòà ðàâíèííà êðèâà
äà ñúâïàäàò. Êàêòî ïàðàìåòðè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ, òàêà è çíàêîâèòå
êðèâèíè íà ðàâíèííèòå ëèíèè ñà òÿñíî ñâúðçàíè. Âòîðî, åäíîçíà÷-
íî å îïðåäåëåíà íåðàâíèííà ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ ñ åäèíè÷íà ñêîðîñò
âúðõó ïðàâèÿ îáîáùåí öèëèíäúð íàä ðàçãëåæäàíàòà ðàâíèííà êðè-
âà ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò 1√

2
. Òðåòî, èçñëåäâàíà å ôîêàëíàòà ëèíèÿ íà

ïîëó÷åíàòà ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ, êîÿòî ñúùî å íåðàâíèííà ëèíèÿ. Êðè-
âèíàòà è òîðçèÿòà íà ãåîäåçè÷íàòà ëèíèÿ è íåéíàòà ôîêàëíà ëèíèÿ
ñà èçðàçåíè ÷ðåç ðàâíèííàòà êðèâèíà íà ãîðå ñïîìåíàòàòà ðàâíèííà
ëèíèÿ ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò 1√

2
. Îñâåí òîâà å ïîêàçàíî, ÷å îòíîøå-

íèåòî íà òîðçèÿòà è êðèâèíàòà íà ðàçãëåæäàíèòå ïðîñòðàíñòâåíè
ëèíèè, ãåîäåçè÷íà è íåéíàòà ôîêàëíà, å ðàâíî íà +1 èëè íà -1. È
äâåòå âúçìîæíîñòè ñà èëþñòðèðàíè ñ ïîäõîäÿùè ïðèìåðè.

Â ãëàâà 3, å ïðåäñòàâåí òðèåòàïåí àëãîðèòúì çà ïîëó÷àâàíåòî
íà íîâà àñîöèèðàíà êðèâà â E3 ñ âñÿêà 3D êðèâà íà Ôðåíå îò êëàñ C4

â E3. Íîâàòà êðèâà ñå íàðè÷à îáîáùåíà ôîêàëíà êðèâà íà êðèâàòà
íà Ôðåíå â E3. Â ïúðâèÿ åòàï îò ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì, ïî äàäåíà
êðèâà íà Ôðåíå â E3, å äåôèíèðàíà êðèâà íà Ôðåíå â E4. Âúâ âòîðèÿ
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åòàï îò àëãîðèòúìà å íàìåðåíà åäèíñòâåíà 4D ôîêàëíà êðèâà íà ðàç-
ãëåæäàíàòà êðèâà íà Ôðåíå â E4, îòíåñåíà êúì åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.
Â ïîñëåäíèÿ òðåòè åòàï å îïðåäåëåíà îáîáùåíàòà ôîêàëíà êðèâà íà
áàçèñíàòà êðèâà â E3 êàòî ïðîåêöèÿ íà ïîëó÷åíàòà 4D ôîêàëíà êðè-
âà âúðõó Åâêëèäîâîòî ïðîñòðàíñòâî E3. ×ðåç äîêàçâàíå íà òåîðåìè
3.2.1 è 3.2.2 è ÷ðåç ïðåäñòàâÿíå íà àëãîðèòúì çà îïðåäåëÿíå íà îáîá-
ùåíà ôîêàëíà êðèâà å ïîêàçàíî, ÷å âñè÷êè êðèâè íà Ôðåíå îò êëàñ
C4 â E3 ìîæå åñòåñòâåíî äà ñå ðàçäåëÿò íà òðè îòäåëíè ãðóïè: êðèâè,
÷èåòî îòíîøåíèå íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà å ðàçëè÷íî îò êîíñòàíòà;
êðèâè ñ ïîñòîÿííî îòíîøåíèå íà òîðçèÿ êúì êðèâèíà, íî ñ êðèâè-
íà è òîðçèÿ, ðàçëè÷íè îò êîíñòàíòà; êðèâè ñ ïîñòîÿííà êðèâèíà è
ïîñòîÿííà òîðçèÿ. Àëãîðèòúìúò çà ïîëó÷àâàíå íà îáîáùåíà ôîêàë-
íà êðèâà å èëþñòðèðàí ñ òðè ïðèìåðà: íåñïèðàëíà êðèâà; îáîáùåíà
âèíòîâà ëèíèÿ, êîÿòî íå å êðúãîâà ñïèðàëà; âèíòîâà ëèíèÿ. Îïðå-
äåëÿíåòî íà îáîáùåíè ôîêàëíè êðèâè íà äðóãè âèäîâå íåñïèðàëíè
êðèâè è îáîáùåíè ñïèðàëè ùå áúäàò îáåêò íà áúäåùè èçñëåäâàíèÿ.
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Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàëà äà èçðàçÿ ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò è ïðèçíàòåëíîñò êúì ìîÿ
íàó÷åí ðúêîâîäèòåë ïðîô. ä.í. Ãåîðãè Ãåîðãèåâ è äîö. ä-ð Ðàäîñòèíà Åí÷å-
âà çà ïîäêðåïàòà, îêàçàíàòà ïîìîù, èíòåðåñ è âíèìàíèå êúì ìîÿòà ðàáîòà.

Áëàãîäàðíà ñúì è íà êîëåãèòå ìè îò êàòåäðà �Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ�,
êúì Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Øóìåíñêèÿ óíèâåðñè-
òåò, çà òÿõíàòà ïîäêðåïà è îòçèâ÷èâîñò.

Èñêàì äà áëàãîäàðÿ è íà ñåìåéñòâîòî ñè çà òúðïåíèåòî è ïîäêðåïàòà
èì.

50


	Съдържание
	Увод
	Обзор на дисертацията
	Глава 1. Геометрия на цилиндрични криви над равнинни криви
	Глава 2. Фокални линии на геодезични линии върху обобщени цилиндрични повърхнини
	Глава 3. Обобщени фокални криви на криви на Френе в тримерно Евклидово пространство
	Публикации, включени в дисертацията
	Апробация на резултатите
	Авторска справка
	Литература
	Благодарности

