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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å îáñúäåí è äîïóñíàò äî çàùèòà íà êàòåä-

ðåí ñúâåò "Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ" ïðè Øóìåíñêè óíèâåðñèòåò "Åïèñ-

êîï Êîíñòàíòèí Ïðåñëàâñêè" ñúñòîÿë ñå íà 13.02.2024 ã.

Äèñåðòàöèÿòà èìà îáåì îò 105 ñòðàíèöè. Öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà

îáõâàùà 54 çàãëàâèÿ.

Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà 26.04.2024 ã. îò

14 ÷àñà â ïðèñúñòâåíà ôîðìà.

Àâòîð: Ìåõìåä Êîäæà

Çàãëàâèå: Èçáóõâàíå íà ðåøåíèÿòà íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ.
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Àêòóàëíîñò è ìîòèâèðîâêà íà òåìàòà

Íåëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ ñà îò ãîëÿìî çíà÷åíèå, ïîðàäè âàæíàòà èì

ðîëÿ â íåëèíåéíàòà ìàòåìàòè÷åñêà ôèçèêà. Ïðåç 1895 ã. Êîðòåâåã è

äå Ôðèç ïðàâÿò ìàòåìàòè÷åñêè èçâîä íà óðàâíåíèåòî (èçâåñòíî êàòî

óðàâíåíèå íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç) (KäÔ)

ut + 6uux + uxxx = 0, (1)

êîåòî îïèñâà ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíà â ïëèòêà âîäà è äîêàçâà ñú-

ùåñòâóâàíåòî íà óåäèíåíà âúëíà.

Ðåøåíèÿòà îò âèäà íà áÿãàùà âúëíà, êîèòî èìàò ïîñòîÿííà ôîðìà,

å ñëåäñòâèå îò áàëàíñà ìåæäó äèñïåðñèÿòà (uxxx) è íåëèíåéíàòà ÷àñò

(uux). Òåçè ðåøåíèÿ ñà îò âèäà

u(t, x) = f(x− ct), (2)

êúäåòî c å ñêîðîñòòà íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíàòà.

Ïðåç ïîñëåäíèòå ãîäèíè åäíî äðóãî íåëèíåéíî óðàâíåíèå áå îáåêò

íà èçñëåäâàíå îò ìíîãî àâòîðè, à èìåííî óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-

Õîëì

ut − uxxt + 2wux + 3uux = 2uxuxx + uuxxx. (3)

Òîâà óðàâíåíèå çà ïúðâè ïúò å èçâåäåíî êàòî áè-Õàìèëòîíîâî îáîá-

ùåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç [20], à ïî-êúñíî è êà-

òî ìîäåë íà ïëèòêà âîäà [2]. Óðàâíåíèå (3) e èíòåãðóåìî â ñìèñúë

íà áåçêðàéíîìåðíà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà [5]. Çàäà÷àòà íà Êîøè çà

óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì å äîáðå èçñëåäâàíà [4, 6, 7, 8, 25]. Íà-

ëè÷èåòî íà ïîäõîäÿùè çàêîíè çà ñúõðàíåíèå, êîèòî ñà ïîëó÷åíè, êàòî

ñå èçïîëçâà áè-Õàìèëòîíîâàòà ñòðóêòóðà íà óðàâíåíèåòî è ñúîòâåò-

íàòà èçîñïåêòðàëíà çàäà÷à, âîäè äî ãëîáàëíè ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèåòî
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íà Êàìàñà-Õîëì èìà, êàêòî êëàñè÷åñêè ðåøåíèÿ, êîèòî ñà ãëîáàëíè,

òàêà è òàêèâà, êîèòî ñà ñèíãóëÿðíè. Èíòåðåñíîòî â ñëó÷àÿ å, ÷å òåçè

ñèíãóëÿðíîñòè ñà îò âèäà íà ò. íàð. èçáóõâàíèÿ çà êðàéíî âðåìå, ò.å.

ðåøåíèåòî îñòàâà îãðàíè÷åíî, íî ïðîèçâîäíàòà ñòàâà íåîãðàíè÷åíà

çà êðàéíî âðåìå. Çà w = 0, ðåøåíèÿòà îò âèäà íà óåäèíåíà âúëíà ñà

îò âèäà

u(t, x) = cφ(x− ct),

êúäåòî φ(x) = e−|x|. Ïîðàäè âèäà ñè, òåçè ðåøåíèÿ ñå íàðè÷àò ïèêî-

íè. Îñâåí òîâà, òå ñà è ñîëèòîíè, è ñà óñòîé÷èâè [10].

Çà w ̸= 0, ðåøåíèÿòà îò âèäà íà óåäèíåíà âúëíà ñà ãëàäêè è îð-

áèòàëíî óñòîé÷èâè [9].

Äðóã èíòåðåñåí ôàêò, êàñàåù óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì, å, ÷å

òî å óðàâíåíèå íà ãåîäåçè÷íà ëèíèÿ â ãðóïàòà íà çàïàçâàùèòå îðè-

åíòàöèÿòà äèôåîìîðôèçìè âúðõó åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò.

Ïðåç 2001 ã. Äúëèí, Ãîòâàëä è Õîëì èçâåæäàò ñëåäíèÿ ìîäåë çà

âúëíè â ïëèòêà âîäà (îáîáùåíî óðàâíåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì):

ut − α2uxxt + 2wux + 3uux + γuxxx = α2(2uxuxx + uuxxx). (4)

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå (4) å èçñëåäâàíà, êàêòî â ïåðèîäè÷-

íèÿ, òàêà è â íåïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé.

Â [16, 17] å èçâåäåí ñëåäíèÿò ìîäåë íà ïëèòêà âîäà (b-óðàâíåíèå):

ut − α2utxx + c0ux + (b+ 1)uux + Γuxxx = α2(buxuxx + uuxxx). (5)

Ðåøåíèÿòà íà b-óðàâíåíèåòî ïðè c0 = Γ = 0 ñà èçñëåäâàíè çà ðàç-

ëè÷íè ñòîéíîñòè íà b â [21, 22], êúäåòî b å âçåò êàòî áèôóðêàöèîíåí

ïàðàìåòúð. b-óðàâíåíèåòî ïðè c0 = Γ = 0 èìà ðåøåíèÿ îò âèäà íà

ïèêîíè, çà âñÿêî b ∈ R, [13, 21, 22].
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Àêî α = 0 è b = 2, òîãàâà b-óðàâíåíèåòî ñå ïðåâðúùà â äîáðå

ïîçíàòîòî óðàâíåíèå íà Êîðòåâåã-äå Ôðèç.

Ïðè b = 2 è Γ = 0, b-óðàâíåíèåòî ñå ïðåâðúùà â óðàâíåíèåòî íà

Êàìàñà-Õîëì.

Àêî b = 3 è c0 = Γ = 0 â b-óðàâíåíèåòî, òîãàâà ñå ïîëó÷àâà

óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-Ïðîöåñè [14]. Óðàâíåíèåòî íà Êîðòåâåã-

äå Ôðèç, óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì è óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-

Ïðîöåñè ñà ñàìî òðè èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ â b-óðàâíåíèåòî, êîåòî

å ïîêàçàíî â [13, 14]. Ôîðìàëíàòà èíòåãðóåìîñò íà óðàâíåíèåòî íà

Äåãàñïåðèñ-Ïðîöåñè å ïîëó÷åíà â [12], ÷ðåç êîíñòðóèðàíå íà Ëàêñîâà

äâîéêà. Òî èìà áè-Õàìèëòîíîâà ñòðóêòóðà ñ áåçáðîé ìíîãî çàêîíè çà

ñúõðàíåíèå è èìà ðåøåíèÿ îò âèäà íà ïèêîíè.

Óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-Ïðîöåñè ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî

ìîäåë íà ïëèòêà âîäà [16, 17].

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-Ïðîöåñè å ïðî-

ó÷åíà íåîòäàâíà. Çàäà÷àòà å äîáðå ïîñòàâåíà [31] çà íà÷àëíîòî óñëî-

âèå u0 ∈ Hs(R), s > 3
2 . Ïîäîáíî íà óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì,

óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-Ïðîöåñè èìà, êàêòî ãëîáàëíè ðåøåíèÿ,

[18, 28, 30] òàêà ñúùî è ðåøåíèÿ, êîèòî èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå

[18, 28, 30, 31].

Â [11] å èçâåäåíî ñëåäíîòî óðàâíåíèå (õèïåðåëàñòè÷íî óðàâíåíèå

íà ïðúò):

ut − utxx + c0ux + 3uux = γ(2uxuxx + uuxxx), (t, x) ∈ R+ × R, (6)

êàòî ìîäåë çà íåëèíåéíè âúëíè â öèëèíäðè÷åí õèïåðåëàñòè÷åí ïðúò.

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå (6) å èçñëåäâàíà â [1, 23, 33, 36].
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Îçíà÷åíèÿ

Lp(Ω) - ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè èçìåðèìè ôóíêöèè, 1 ≤ p <∞,

çà êîèòî

∥f∥Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1

p

<∞;

L∞(Ω) - ïðîñòðàíñòâîòî íà ñúùåñòâåíî îãðàíè÷åíèòå, èçìåðèìè

ôóíêöèè f ñ íîðìà

∥f∥∞ = inf
m(e)=0

sup
x∈Ω\e

|f(x)|;

∥.∥s (s ≥ 0) - Ñîáîëåâà íîðìà;

∥f∥s =
(∫

R
(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ

) 1
2

,

êúäåòî f̂ å òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ôóðèå, à â ñëó÷àÿ íà ïåðèîäè÷íà

ôóíêöèÿ

∥f∥2s =
∑
k∈Z

(1 + |k|2)s|f̂(k)|2;

(., .)s - ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Ñîáîëåâîòî ïðîñòðàíñòâî H
s(Ω),

â ÷àñòíîñò (., .)0 îçíà÷àâà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â L
2(Ω);

L(X, Y ) - ïðîñòðàíñòâîòî íà îãðàíè÷åíèòå ëèíåéíè îïåðàòîðè îò

X â Y ;

G(X, 1, β) � ïðîñòðàíñòâîòî íà ëèíåéíèòå îïåðàòîðè, ãåíåðèðàùè

C0�ïîëóãðóïà ñúñ ñâîéñòâîòî ∥ e−sA ∥L(X)≤ eβs

[A,B] = AB −BA - êîìóòàòîðà íà äâà îïåðàòîðà;

∥ · ∥L2 - íîðìà â ïðîñòðàíñòâîòî L2(R)
∥ · ∥Hs - íîðìà â ïðîñòðàíñòâîòî Hs(R)
∗ � êîíâîëþöèÿòà íà f(x) ñ g(x) ((f ∗ g)(x) =

∫
R f(x− y)g(y)dy)

7



Öåë íà äèñåðòàöèÿòà

Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ïîñâåòåíà íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâ-

íåíèÿ, îáîáùàâàùè óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì è ïî ñïåöèàëíî -

îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì, b-óðàâíåíèåòî è õè-

ïåðåëàñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ïðúò.

Öåëèòå, êîèòî ñå ïîñòàâÿò â ïðåäñòàâåíèÿ òðóä ñå ñâåæäàò äî:

1. Èçñëåäâàíå íà çàäà÷àòà íà Êîøè çà ñúîòâåòíèòå ìîäåëè.

2. Íàìèðàíå íà íà÷àëíè óñëîâèÿ çà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Äúëèí-

Ãîòâàëä-Õîëì è b-óðàâíåíèåòî, ïðè êîèòî ðåøåíèÿòà èçáóõâàò çà

êðàéíî âðåìå.

3. Êîíñòðóèðàíå íà ÿâíî ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå çà b-óðàâíåíèåòî è

õèïåðåëàñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ïðúò è èçñëåäâàíå óñòîé÷èâîòî ïî-

âåäåíèå íà ðåøåíèÿòà, îêîëî ÿâíîòî ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå.

4. Êîíñòðóèðàíå íà ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ, èçñëåäâàíå äèíàìè÷-

íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà, áëèçêè äî ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ è

èçñëåäâàíå íà ãëîáàëíàòà äîáðà ïîñòàâåíîñò çà îáîáùåíîòî óðàâíå-

íèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì ñúñ ñòðîãî äèñïåðñèâíà ÷àñò.

Ñòðóêòóðà è îáåì íà äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè ãëàâè, âñÿêà îò êîèòî å ðàçäåëå-

íà íà ïàðàãðàôè. Íîìåðàöèÿòà íà ôîðìóëèòå â òåêñòà å äâóöèôðå-

íà, êàòî ïúðâàòà öèôðà ñúîòâåòñòâà íà íîìåðà íà ãëàâàòà. Íàêðàÿ

å ïðèëîæåíà áèáëèîãðàôèÿ, îáõâàùàùà 54 ëèòåðàòóðíè èçòî÷íèêà,

ñïèñúê îò 5 ñòàòèè íà àâòîðà è 2 öèòèðàíèÿ.

Â ïúðâàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñå ðàçãëåæäà îáîáùåíîòî óðàâ-

íåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì. Â ïúðâèÿ ïàðàãðàô å ðàçãëåäàíà çà-
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äà÷àòà íà Êîøè. Âúâ âòîðè ïàðàãðàô å ðàçãëåäàí âúïðîñà: Ïðè êàêâè

íà÷àëíè óñëîâèÿ, ðåøåíèÿòà èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå? Â ïàðàãðàô

3 ñà íàìåðåíè óñëîâèÿ çà íà÷àëíèòå äàííè, ïðè êîèòî ñúîòâåòíèòå

ðåøåíèÿ ñà ãëîáàëíè.

Âúâ âòîðà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà b-óðàâíåíèåòî. Â ïàðàãðàô 1 ñà

íàìåðåíè óñëîâèÿ çà íà÷àëíèòå äàííè è áèôóðêàöèîííèÿ ïàðàìåòúð

b ≥ 2, ïðè êîèòî ðåøåíèÿòà èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå. Â ïàðàãðàô

2 ñà îïèñàíè ðåøåíèÿòà u(t, x) ñ íà÷àëíî óñëîâèå u0 ñ êîìïàêòåí

íîñèòåë.

Â ãëàâà 3 ñå ðàçãëåæäà b-óðàâíåíèåòî è õèïåðåëàñòè÷íîòî óðàâíå-

íèå íà ïðúò. Â ïàðàãðàô 1 å êîíñòðóèðàíî ÿâíî ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå,

à â ïàðàãðàô 2 å èçñëåäâàíî óñòîé÷èâîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà

îêîëî ÿâíîòî ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå çà b-óðàâíåíèåòî. Â ïàðàãðàô 3

å êîíñòðóèðàíî ÿâíî ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå, à â ïàðàãðàô 4 å èçñëåä-

âàíî óñòîé÷èâîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà îêîëî ÿâíîòî ñèíãóëÿðíî

ðåøåíèå çà õèïåðåëàñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ïðúò.

Â ÷åòâúðòà ãëàâà ñå ðàçãëåæäà ñòðîãî äèñïåðñèâíî íåëèíåéíî âúë-

íîâî óðàâíåíèå, êîåòî å âåðñèÿ íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Äúëèí-

Ãîòâàëä-Õîëì. Â ïàðàãðàô 1 ñà êîíñòðóèðàíè ñåáåïîäîáíèòå ðåøå-

íèÿ. Â ïàðàãðàô 2 å èçñëåäâàíî äèíàìè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿ-

òà, áëèçêè äî ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ, ðàçãëåäàíà å çàäà÷àòà íà Êîøè

è å èçñëåäâàíà ãëîáàëíàòà äîáðà ïîñòàâåíîñò.
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Ãëàâà 1

Îáîáùåíî óðàâíåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì

Â ïúðâà ãëàâà ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèÿ, îáîáùàâàùè óðàâíåíèåòî íà

Êàìàñà-Õîëì. Ñúùåñòâóâàíå, åäèíñòâåíîñò è íåïðåêúñíàòà çàâèñè-

ìîñò îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà îñíîâíèòå ïðîáëåìè, ñ êîèòî ùå ñå

çàíèìàâàìå â òàçè ãëàâà çà òåçè óðàâíåíèÿ. Ïúðâèÿò ïðîáëåì, êîéòî

ùå ðàçãëåäàìå, å: Ïðè êàêâè íà÷àëíè óñëîâèÿ èìàìå ëîêàëíè ðåøå-

íèÿ? Ñëåä êàòî ðåøèì ïðîáëåìà ñ ëîêàëíèòå ðåøåíèÿ, ñëåäâàùèÿò

âúïðîñ, êîéòî ñå ïîÿâÿâà, å: Äàëè òåçè ðåøåíèÿ ñà ãëîáàëíè? Àêî

ðåøåíèÿòà ñúùåñòâóâàò ñàìî çà êðàéíî âðåìå, òî òîãàâà âúïðîñúò å:

Çàùî? Åäíà îò ïðè÷èíèòå, â òåîðèÿòà íà ïëèòêàòà âîäà, çà ïîÿâà-

òà íà ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ, å åôåêòà íà èçáóõâàíå ("wave breaking")

çà êðàéíî âðåìå íà ðåøåíèÿòà, ò.å. ðåøåíèÿòà îñòàâàò îãðàíè÷åíè,

íî ïðîèçâîäíàòà íà òåçè ðåøåíèÿ ñòàâà íåîãðàíè÷åíà çà êðàéíî âðå-

ìå. Çà äà îòãîâîðèì íà ïúðâèÿ âúïðîñ ùå èçïîëçâàìå òåîðèÿòà íà

Êàòî ([24]) çà êâàçèëèíåéíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ. Ðàçãëåæäàìå

àáñòðàêòíîòî êâàçèëèíåéíî óðàâíåíèå

dv

dt
+ A(v)v = f(v) , t ≥ 0, v(0) = v0. (1.1)

Íåêà X è Y ñà Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìè ñúîòâåòíî || · ||X è

|| · ||Y . Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å Y å íåïðåêúñíàòî è ãúñòî âëîæåíî â X, è
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Q : Y → X å òîïîëîãè÷åí èçîìîðôèçúì. Ïðè èçñëåäâàíå íà çàäà÷àòà

íà Êîøè çà ãîðíîòî àáñòðàêòíî êâàçèëèíåéíî óðàâíåíèå â òåîðèÿòà

íà Êàòî ñúùåñòâåíè ñà ñëåäíèòå óñëîâèÿ, íàëîæåíè íà îïåðàòîðà è

íåëèíåéíàòà ÷àñò:

(H1) A(y) ∈ L(Y,X) çà y ∈ X, A(y) ∈ G(X, 1, β) è çà âñÿêî R > 0

ñúùåñòâóâà µ1, òàêîâà ÷å

||(A(y)− A(z))w||X ≤ µ1||y − z||X ||w||y

çà âñÿêî y, z, w ∈ Y , çà êîèòî ||y||Y ≤ R, ||z||Y ≤ R.

(H2) QA(y)Q−1 = A(y) +B(y), êúäåòî B(y) ∈ L(X) å ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åí çà ||y||Y è çà âñÿêî R > 0 ñúùåñòâóâà µ2, òàêîâà ÷å

||(B(y)−B(z))w||X ≤ µ2||y − z||Y ||w||X

çà y, z ∈ Y, w ∈ X, çà êîèòî ||y||Y ≤ R, ||z||y ≤ R.

(H3) f : Y → X è ìîæå äà ñå ðàçøèðè äî èçîáðàæåíèå îò X â X,

è ñúùåñòâóâàò µ3, µ4, òàêèâà ÷å

||f(y)− f(z)||Y ≤ µ3||y − z||Y ,

||f(y)− f(z)||X ≤ µ4||y − z||X

çà âñÿêî y, z ∈ Y , çà êîèòî ||y||Y ≤ R, ||z||Y ≤ R.

Ïðè ãîðíèòå óñëîâèÿ Êàòî ïîêàçâà, ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè (1.1) èìà

ëîêàëíè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 1. [24] Íåêà ñà èçïúëíåíè(H1)-(H3). Òîãàâà çà âñÿêî R > 0,

ñúùåñòâóâà T > 0, òàêîâà ÷å çà âñÿêî v0 ∈ Y , çà êîåòî ||v0||Y ≤ R,

ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå v íà (1.1) è

v ∈ C([0, T ];Y ) ∩ C1([0, T ];X).
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Îñâåí òîâà èçîáðàæåíèåòî v0 → v(·, v0) å íåïðåêúñíàòî íà Y â

C([0, T ];Y ) ∩ C1([0, T ];X).

Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

ut − α2uxxt + 2wux + (g(u))x + γuxxx = α2(2uxuxx + uuxxx). (1.2)

Ñëåä íÿêîëêî ïðåîáðàçóâàíèÿ, óðàâíåíèå (1.2) ìîæå äà ñå çàïèøå

âúâ âèäà

ut+
(
u− γ

α2

)
ux = −∂x(1−α2∂2x)

−1

[
g(u)− u2

2
+
( γ
α2

+ 2w
)
u+

α2

2
u2x

]
.

(1.3)

Ïîëàãàìå

A(u) =
(
u− γ

α2

)
∂x,

f(u) = −∂x(1− α2∂2x)
−1

[
g(u)− u2

2
+
( γ
α2

+ 2w
)
u+

α2

2
u2x

]
,

Y = Hs, X = Hs−1 è Q = Λ = (1 − ∂2x)
1
2 . Q å èçîìîðôèçúì íà Hs

âúðõó Hs−1.

Ñëåä ãîðíèòå ïîëàãàíèÿ óðàâíåíèå (1.2) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ

âèäà

ut + A(u)u = f(u).

1.1 Çàäà÷à íà Êîøè

Èçïîëçâàéêè òåîðèÿòà íà Êàòî, å ïîëó÷åí ñëåäíèÿ îñíîâåí ðåçóëòàò

â òîçè ïàðàãðàô, êîéòî ïîêàçâà, ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè èìà ëîêàëíè

ðåøåíèÿ:
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Òåîðåìà 2. Íåêà g ∈ Cm+3(R), m ≥ 2 è g(0) = 0. Çà äàäåíî u0 ∈ Hs,
3
2 < s < m, ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíî T > 0 è åäèíñòâåíî ðåøåíèå u

íà óðàâíåíèå (1.2), òàêîâà ÷å

u = u(., u0) ∈ C([0, T );Hs) ∩ C1([0, T ];Hs−1).

Îñâåí òîâà, ðåøåíèåòî çàâèñè íåïðåêúñíàòî îò íà÷àëíèòå óñëî-

âèÿ.

1.2 Ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô ñå òúðñè îòãîâîð íà ñëåäíèÿ âúïðîñ: Ïðè êàêâè

íà÷àëíè óñëîâèÿ u0(x), ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî (1.2) ïðè g(u) =
3
2u

2, èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå? Â òîçè ñëó÷àé óðàâíåíèåòî å

ut − α2uxxt + 2wux + 3uux + γuxxx = α2(2uxuxx + uuxxx). (1.4)

Ãîðíîòî óðàâíåíèå å èíòåãðóåìî [3, 29] è çàäà÷àòà íà Êîøè å äîáðå

ïîñòàâåíà çà íà÷àëíè óñëîâèÿ u0(x) ∈ Hs, s > 3
2 [32].

Ïúðâèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò ïîêàçâà, ÷å óðàâíåíèåòî èìà ðåøåíèå,

÷èÿòî Ñîáîëåâà íîðìà èçáóõâà çà êðàéíî âðåìå.

Òåîðåìà 3. Íåêà u0 ∈ H3 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî∫
R
u30x(x)dx < 0

è(∫
R
u30xdx

)2

≥ 3

2α2
max{1, 1

α2
}3E(u0)3+

12

α2
| 2w+ γ

α2
|
(
max{1, 1

α2}
2

E(u0)

) 3
2

.

Òîãàâà ñúîòâåòíîòî ðåøåíèå íà (1.4) èçáóõâà çà êðàéíî âðåìå.
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Ñëåäâàùèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò ïîêàçâà, ÷å ðåøåíèÿòà îñòàâàò îãðà-

íè÷åíè, äîêàòî ïðîèçâîäíàòà ñòàâà íåîãðàíè÷åíà çà êðàéíî âðåìå.

Òåîðåìà 4. Íåêà α > 0 è u0 ∈ Hs, s > 3
2, ðåøåíèåòî u = u(., u0)

å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî. Ðåøåíèåòî èçáóõâà çà êðàéíî âðåìå T <

+∞ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

lim inf(inf[ux(t, x)]) = −∞.

Ñëåäâàùèòå äâà ðåçóëòàòà â òîçè ïàðàãðàô ïîêàçâàò, ÷å ðåøåíè-

åòî èçáóõâà çà êðàéíî âðåìå.

Òåîðåìà 5. Íåêà u0 ∈ Hr(S), r ≥ 3 è ñúùåñòâóâà x0 ∈ S, çà êîåòî

u
′

0(x0) < −β,

êúäåòî β = 1
α [δ

2 + 4 | 2w + γ
α2 | δ] 12 è δ =|

∫
S u0(x)dx | + 1

α
√
12
E(u0)

1
2 .

Òîãàâà ñúîòâåòíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (1.4) èçáóõâà çà êðàéíî

âðåìå.

Òåîðåìà 6. Íåêà 2w + γ
α2 = 0, α > α0, α0 ∈ (0, 1) è íà÷àëíîòî

óñëîâèå u0 ∈ H3(S) å òàêîâà, ÷å
∫
S u0(x)dx = 0. Òîãàâà ñúîòâåòíîòî

ðåøåíèå íà (1.4) èçáóõâà çà êðàéíî âðåìå.

1.3 Ãëîáàëíè ðåøåíèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô ñå ïîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ãëîáàëíè ðåøåíèÿ íà

(1.4).

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 7. Íåêà u0 ∈ Hr(S), r ≥ 3 è y0+w+ γ
2α2 íå ñè ìåíè çíàêà.

Òîãàâà ðåøåíèåòî íà (1.4) å ãëîáàëíî.
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Ãëàâà 2

Îáîáùåíî íåëèíåéíî b-óðàâíåíèå

Â òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäà óðàâíåíèåòî
ut − α2utxx + c0ux + (b+ 1)uux + Γuxxx = α2(buxuxx + uuxxx)

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
(2.1)

êúäåòî c0, b, Γ, α ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè. Çà y = u − α2uxx, óðàâ-

íåíèåòî (2.1) ñå çàïèñâà âúâ âèäà
yt + c0ux + uyx + buxy + Γuxxx = 0

u(0, x) = u0(x).

(2.2)

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå (2.1) å èçñëåäâàíà â [19]. Íàìåðåíè

ñà óñëîâèÿ çà íà÷àëíèòå äàííè è áèôóðêàöèîííèÿ ïàðàìåòúð b ≥
3, ïðè êîèòî ñúîòâåòíèòå ðåøåíèÿ èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå. Íèå

ðàçøèðÿâàìå òîçè ðåçóëòàò äî b ≥ 2, êàòî èçïîëçâàìå èäåèòå íà [35].
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2.1 Èçáóõâàíå íà ðåøåíèÿòà

Ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå
qt = u(t, q)− Γ

α2 , t ∈ [0, T ),

q(0, x) = x, x ∈ R.
(2.3)

Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà óðàâíåíèå (2.3) îòíîñíî x, ïîëó÷àâàìå
d
dtqx = qxt = ux(t, q)qx, t ∈ [0, T ),

qx(0, x) = 1, x ∈ R.
(2.4)

Ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå (2.4) å

qx(t, x) = exp

(∫ t

0

ux(s, q(s, x))ds

)
, (t, x) ∈ [0, T )× R (2.5)

è

y(t, q(t, x))[qx(t, x)]
b = y0(x). (2.6)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô å:

Òåîðåìà 8. Íåêà b > 2 è c0 = Γ = 0. Íåêà îñâåí òîâà u0 ∈ H2(R) è
ñúùåñòâóâà x0 ∈ R òàêîâà, ÷å y0(x0) = (1− α2∂2x)u0(x0) = 0 è

y0(x) ≥ 0 çà x ∈ (−∞, x0) è y0(x) ≤ 0 çà x ∈ (x0,∞).

Òîãàâà ðåøåíèåòî u(t, x) íà óðàâíåíèå (2.1) èçáóõâà çà êðàéíî âðåìå

è óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

T ≤ max

{
−2

u0x(x0)
,

−2α2u0x(x0)

α2u20x(x0)− u20(x0)

}
.
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2.2 Ðåøåíèÿ ñ êîìïàêòåí íîñèòåë

Â òîçè ïàðàãðàô ñà îïèñàíè ðåøåíèÿòà u(t, x) ñ íà÷àëíî óñëîâèå u0

ñ êîìïàêòåí íîñèòåë.

Îñíîâíàòà òåîðåìà íà òàçè ÷àñò å ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 9. Íåêà 0 < b < 3, c0+
Γ
α2 = 0 è u0 ∈ H3(R) å ñ êîìïàêòåí

íîñèòåë â [c, d]. Òîãàâà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèå (2.1) èìà ñëåäíèòå

ñâîéñòâà çà 0 < t < T :

u(t, x) = L(t)e−
x
α çà x > q(t, d)

è

u(t, x) = l(t)e
x
α çà x < q(t, c)

ñ L(t) > 0 è l(t) < 0, êúäåòî q(t, x) å äåôèíèðàíà â (2.3) è T å âðåìå-

òî ìó íà ñúùåñòâóâàíå. L(t) è l(t) ñà íåïðåêúñíàòè, íåàíóëèðàùè

ñå ôóíêöèè, ñ L(t) > 0 è l(t) < 0 çà t ∈ (0, T ]. L(t) å ñòðîãî ðàñòÿùà

ôóíêöèÿ, à l(t) å ñòðîãî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ.
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Ãëàâà 3

Óñòîé÷èâîñò íà îáîáùåíî íåëèíåéíî b-óðàâíåíèå è

õèïåðåëàñòè÷íî óðàâíåíèå íà ïðúò

Â òàçè ãëàâà å ðàçãëåäàíî b-óðàâíåíèåòî

ut−α2utxx+c0ux+(b+1)uux+Γuxxx = α2(buxuxx+uuxxx), (t, x) ∈ R+×R
(3.1)

è ñëåäíîòî õèïåðåëàñòè÷íî óðàâíåíèå íà ïðúò

ut − utxx + c0ux + 3uux = γ(2uxuxx + uuxxx), (t, x) ∈ R+ × R. (3.2)

Êîíñòðóèðàíè ñà ÿâíè ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ è å èçñëåäâàíî óñòîé-

÷èâîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà, îêîëî ÿâíèòå ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ,

çà óðàâíåíèÿ (3.1) è (3.2).

3.1 Ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå çà b-óðàâíåíèåòî

Â òîçè ïàðàãðàô ñå òúðñÿò ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèå (3.1) âúâ âèäà

u(t, x) =
n∑

i=0

Ai(t)x
i. (3.3)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô íè äàâà ÿâíîòî ñèíãóëÿðíî

ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (3.1):
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Òåîðåìà 10. Íåêà T > 0 å ìàêñèìàëíîòî âðåìå íà ñúùåñòâóâàíå

íà ðåøåíèåòî. Òîãàâà óðàâíåíèå (3.1) èìà ñëåäíîòî ÿâíî ñèíãóëÿðíî

ðåøåíèå:

u(t, x) = − 1

b+ 1

(
c0 +

x

T − t
+

1

T − t

)
. (3.4)

3.2 Äèíàìè÷íà óñòîé÷èâîñò îêîëî ñèíãóëÿðíîòî

ðåøåíèå çà b-óðàâíåíèåòî

Â òîçè ïàðàãðàô å èçñëåäâàíà óñòîé÷èâîñò íà ÿâíîòî ðåøåíèå íà

óðàâíåíèåòî (3.1), êîíñòðóèðàíî â Òåîðåìà 10. Íåêà ðåøåíèåòî íà

óðàâíåíèå (3.1) å ïåðòóðáàöèÿ îêîëî ÿâíîòî ðåøåíèå, ò.å.

u(t, x) = v(t, x) + u(t, x), (3.5)

êúäåòî u(t, x) = − 1
b+1(c0+

x
T−t+

1
T−t) å ÿâíîòî ðåøåíèå, êîíñòðóèðàíî

â Òåîðåìà 10.

Çàìåñòâàéêè (3.5) â (3.1), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî äèñèïàòèâíî êâà-

çèëèíåéíî óðàâíåíèå ñúñ ñèíãóëÿðíè êîåôèöèåíòè:

vt − α2vtxx +
[
Γ + α2

b+1

(
c0 +

x
T−t +

1
T−t

)]
vxxx +

bα2

(b+1)(T−t)vxx

−
(

x
T−t +

1
T−t

)
vx − 1

T−tv + (b+ 1)vvx

= α2(bvxvxx + vvxxx), ∀(t, x) ∈ (0, T )× R
(3.6)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå

v(0, x) = v0(x) = u0(x) +
1

b+ 1

(
c0 +

x

T
+

1

T

)
, ∀x ∈ R.

Âúâåæäàéêè íîâè êîîðäèíàòè

τ = −ln(T − t), ρ =
x

T − t
(3.7)
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çàïèñâàìå ðåøåíèåòî v âúâ âèäà v(t, x) = ψ(τ, ρ). Ñ äèðåêòíè ïðåñìÿ-

òàíèÿ ïîëó÷àâàìå

vx(t, x) = eτψρ, vt(t, x) = eτ(ψτ + ρψρ),

vxx(t, x) = e2τψρρ, vtx(t, x) = e2τ(ψτρ + ψρ + ρψρρ),

vxxx(t, x) = e3τψρρρ, vtxx(t, x) = e3τ(ψτρρ + 2ψρρ + ρψρρρ).

Òàêà (3.6) ñå ñâåæäà äî

(ψ − α2e2τψρρ)τ − (b+2)α2

b+1 e2τψρρ + e2τ
(
Γ + 2α2

b+1(
c0
2 − b

2ρ) +
α2

b+1e
τ
)
ψρρρ

−ψ + (b+ 1)ψψρ − eτψρ = α2e2τ(bψρψρρ + ψψρρρ).

(3.8)

Íåêà k = e−τρ è v(τ, k) = e−τψ(τ, ρ). Òîãàâà

ψτ = eτv + eτvτ − ρvk, ψρ = vk, ψρρ = e−τvkk, ψρρρ = e−2τvkkk,

ψτρ = vτk − kvkk, ψτρρ = e−τ(vτkk − vkk − kvkkk).

Ïî òîçè íà÷èí (3.8) ñå çàïèñâà êàòî

vτ − α2vτkk − α2

b+1vkk + e−τ
[
Γ + α2

b+1(c0 + keτ + eτ)
]
vkkk

−(k + 1)vk + (b+ 1)vvk = α2(bvkvkk + vvkkk).

Ñåãà, íåêà îïåðàòîðà Λ = (1 − α2∂kk)
1
2 . Îò òîâà, ÷å 1 − α2∂kk èìà

ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå

p(k) =
1

2α
e−| kα |,

èìàìå Λ−2v = p(k) ∗ v çà âñÿêî v ∈ L2. Íåêà w(τ, k) = v(τ, k) −
α2vkk(τ, k), òîãàâà v(τ, k) = p ∗ w, êúäåòî k ∈ R. Îñâåí òîâà

(p ∗w)kk = α−2(p ∗w−w), vk = (p ∗w)k, vkkk = α−2((p ∗w)k −wk).
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È òàêà (3.8) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

wτ +
1

b+1w − e−τ
[
Γ
α2 +

1
b+1(c0 + eτk + eτ)

]
wk − 1

b+1(p ∗ w)

+
{
e−τ

[
Γ
α2 +

1
b+1(c0 + eτk + eτ)

]
− (k + 1)

}
(p ∗ w)k + (b+ 1)(p ∗ w)(p ∗ w)k

= b(p ∗ w)k(p ∗ w − w) + (p ∗ w)[(p ∗ w)k − wk]

(3.9)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå

w(0, k) = w0(k) = ψ0(k)− α2vkk(0, k)

= u0(x)− α2u′′0(x) +
1

b+1

(
x
T + 1

T + c0
) (3.10)

è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ

lim
|k|→+∞

w(τ, k) = 0, lim
|k|→+∞

wk(τ, k) = 0. (3.11)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô å:

Òåîðåìà 11. Íåêà s > 2, α ̸= 0, b > −1 è δ å äîñòàòú÷íî ìàëêî.

Òîãàâà ÿâíîòî ðåøåíèå (3.4) íà óðàâíåíèå (3.1) å àñèìïòîòè÷íî

óñòîé÷èâî, ò.å., àêî íà÷àëíîòî óñëîâèå u0(x) óäîâëåòâîðÿâà

∥u0(·)− u(0, ·)∥Hs+1(R) ≤ δ,

òîãàâà èìà ðåøåíèå u(t, x) íà (3.1), óäîâëåòâîðÿâàùî

lim
t→T−

∥u(t, ·)− u(t, ·)∥Hs(R) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× R.
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3.3 Ñèíãóëÿðíî ðåøåíèå çà õèïåðåëàñòè÷íî óðàâ-

íåíèå íà ïðúò

Â òîçè ïàðàãðàô ñå òúðñÿò ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèå (3.2) âúâ âèäà

u(t, x) =
n∑

i=0

Ai(t)x
i. (3.12)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô íè äàâà ÿâíîòî ñèíãóëÿðíî

ðåøåíèå íà óðàâíåíèå (3.2).

Òåîðåìà 12. Íåêà T > 0 å ìàêñèìàëíîòî âðåìå íà ñúùåñòâóâàíå

íà ðåøåíèåòî. Òîãàâà óðàâíåíèå (3.2) èìà ñëåäíîòî ÿâíî ñèíãóëÿðíî

ðåøåíèå:

u(t, x) = −1

3

(
c0 +

x

T − t
+

1

T − t

)
. (3.13)

3.4 Äèíàìè÷íà óñòîé÷èâîñò îêîëî ñèíãóëÿðíîòî

ðåøåíèå çà õèïåðåëàñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ïðúò

Â òîçè ïàðàãðàô å èçñëåäâàíà óñòîé÷èâîñò íà ÿâíîòî ðåøåíèå íà

óðàâíåíèå (3.2), êîíñòðóèðàíî â Òåîðåìà 12. Íåêà ðåøåíèåòî íà óðàâ-

íåíèå (3.2) å ïåðòóðáàöèÿ îêîëî ÿâíîòî ðåøåíèå, ò.å.

u(t, x) = v(t, x) + u(t, x), (3.14)

êúäåòî u(t, x) = −1
3(c0 +

x
T−t +

1
T−t) å ÿâíîòî ðåøåíèå, êîíñòðóèðàíî

â Òåîðåìà 12.

Çàìåñòâàéêè (3.14) â (3.2), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî äèñèïàòèâíî êâà-
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çèëèíåéíî óðàâíåíèå ñúñ ñèíãóëÿðíè êîåôèöèåíòè:

vt − vtxx +
γ
3

(
c0 +

x
T−t +

1
T−t

)
vxxx +

2γ
3(T−t)vxx

−
(

x
T−t +

1
T−t

)
vx − 1

T−tv + 3vvx

= γ(2vxvxx + vvxxx), ∀(t, x) ∈ (0, T )× R

(3.15)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå

v(0, x) = v0(x) = u0(x) +
1

3

(
c0 +

x

T
+

1

T

)
, ∀x ∈ R.

Âúâåæäàéêè íîâè êîîðäèíàòè

τ = −ln(T − t), ρ =
x

T − t
, (3.16)

çàïèñâàìå ðåøåíèåòî v âúâ âèäà v(t, x) = ψ(τ, ρ). Ñ äèðåêòíè ïðåñìÿ-

òàíèÿ ïîëó÷àâàìå

vx(t, x) = eτψρ, vt(t, x) = eτ(ψτ + ρψρ),

vxx(t, x) = e2τψρρ, vtx(t, x) = e2τ(ψτρ + ψρ + ρψρρ),

vxxx(t, x) = e3τψρρρ, vtxx(t, x) = e3τ(ψτρρ + 2ψρρ + ρψρρρ).

Òàêà (3.15) ñå ñâåæäà äî

(ψ − e2τψρρ)τ +
2(γ−3)

3 e2τψρρ + e2τ
(
γc0+(γ−3)ρ

3 + γ
3e

τ
)
ψρρρ

−ψ + 3ψψρ − eτψρ = γe2τ(2ψρψρρ + ψψρρρ).

(3.17)

Íåêà k = e−τρ è v(τ, k) = e−τψ(τ, ρ). Òîãàâà

ψτ = eτv + eτvτ − ρvk, ψρ = vk, ψρρ = e−τvkk, ψρρρ = e−2τvkkk,

ψτρ = vτk − kvkk, ψτρρ = e−τ(vτkk − vkk − kvkkk).
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Ïî òîçè íà÷èí (3.17) ñå çàïèñâà êàòî

vτ − vτkk +
2γ−3
3 vkk + e−τ γ

3(c0 + keτ + eτ)vkkk

−(k + 1)vk + 3vvk = γ(2vkvkk + vvkkk).

Ñåãà, íåêà îïåðàòîðà Λ = (1− ∂kk)
1
2 . Îò òîâà, ÷å 1− ∂kk èìà ôóíäà-

ìåíòàëíî ðåøåíèå

p(k) =
1

2
e−|k|,

èìàìå Λ−2v = p(k) ∗ v çà âñÿêî v ∈ L2. Íåêà w(τ, k) = v(τ, k) −
vkk(τ, k), òîãàâà v(τ, k) = p ∗ w, êúäåòî k ∈ R. Îñâåí òîâà

(p ∗ w)kk = p ∗ w − w, vk = (p ∗ w)k, vkkk = (p ∗ w)k − wk.

È òàêà (3.17) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

wτ − 2γ−3
3 w − e−τ γ

3(c0 + eτk + eτ)wk +
2γ−3
3 (p ∗ w)

+
{
e−τ γ

3(c0 + eτk + eτ)− (k + 1)
}
(p ∗ w)k + 3(p ∗ w)(p ∗ w)k

= 2γ(p ∗ w)k(p ∗ w − w) + γ(p ∗ w)[(p ∗ w)k − wk]

(3.18)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå

w(0, k) = w0(k) = ψ0(k)− vkk(0, k)

= u0(x)− u′′0(x) +
1
3

(
x
T + 1

T + c0
) (3.19)

è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ

lim
|k|→+∞

w(τ, k) = 0, lim
|k|→+∞

wk(τ, k) = 0. (3.20)

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô å:
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Òåîðåìà 13. Íåêà s > 2, γ ≤ 2 è δ å äîñòàòú÷íî ìàëêî. Òîãàâà ÿâ-

íîòî ðåøåíèå (3.13) íà óðàâíåíèå (3.2) å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî,

ò.å., àêî íà÷àëíîòî óñëîâèå u0(x) óäîâëåòâîðÿâà

∥u0(·)− u(0, ·)∥Hs+1(R) ≤ δ,

òîãàâà èìà ðåøåíèå u(t, x) íà (3.2), óäîâëåòâîðÿâàùî

lim
t→T−

∥u(t, ·)− u(t, ·)∥Hs(R) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× R.
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Ãëàâà 4

Ñòðîãî äèñïåðñèâíî óðàâíåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì

Â òàçè ãëàâà å ðàçãëåäàíî ñëåäíîòî ñòðîãî äèñïåðñèâíî íåëèíåéíî

âúëíîâî óðàâíåíèå:

ut−α2utxx+2kux+3uux+γ(u−α2uxx)xxx = α2(2uxuxx+uuxxx). (4.1)

Óðàâíåíèå (4.1) å âåðñèÿ íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-

Õîëì [15]

ut − α2utxx + 2ωux + 3uux + γuxxx = α2(2uxuxx + uuxxx). (4.2)

Óðàâíåíèå (4.2) å èçâåäåíî â [15] êàòî ìîäåë çà âúëíè â ïëèòêà âî-

äà. Çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèåòî íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì å èç-

ñëåäâàíà, êàêòî â ïåðèîäè÷íèÿ, òàêà è â íåïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé â

[27, 29, 34]. Ïðîáëåìúò çà àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé÷èâîñò íà ñåáåïîäîá-

íèòå ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèå (4.2) å èçñëåäâàí â [26]. Àâòîðèòå êîíñò-

ðóèðàò ñåáåïîäîáíè ðåøåíèÿ è èçñëåäâàò äèíàìè÷íîòî ïîâåäåíèå íà

ðåøåíèÿòà, áëèçêè äî ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ. Îñâåí òîâà, àñèìïòî-

òè÷íàòà óñòîé÷èâîñò ñúùî å èçñëåäâàíà.

Íèå êîíñòðóèðàìå ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ, èçñëåäâàìå äèíàìè÷-

íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà, áëèçêè äî ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ, ðàç-

ãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè è èçñëåäâàìå ãëîáàëíàòà äîáðà ïîñòàâå-

íîñò çà óðàâíåíèå (4.1).
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4.1 Ñåáåïîäîáíè ðåøåíèÿ

Â òîçè ïàðàãðàô ñà êîíñòðóèðàíè ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ çà óðàâ-

íåíèå (4.1). Íåêà T å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Âúâåæäàìå ñëåäíèòå

êîîðäèíàòè:

τ = −log(T − t), ρ =
x

T − t
(4.3)

è ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà u(t, x) â ñëåäíèÿ âèä:

u(t, x) = ϕ

(
−log(T − t),

x

T − t

)
.

×ðåç äèðåêòíè èç÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àâàìå

ut(t, x) = eτ(ϕτ + ρϕρ), ux(t, x) = eτϕρ,

uxx(t, x) = e2τϕρρ, utxx = e3τ(ϕτρρ + 2ϕρρ + ρϕρρρ),

uxxx(t, x) = e3τϕρρρ, uxxxxx(t, x) = e5τϕρρρρρ.

Ïî òîçè íà÷èí óðàâíåíèå (4.1) ñå ñâåæäà äî êâàçèëèíåéíîòî óðàâ-

íåíèå, îòíîñíî ôóíêöèÿòà ϕ

ϕτ + (ρ+ 2k + 3ϕ)ϕρ − α2e2τ(ϕτρρ + 2ϕρρ + ρϕρρρ)

+γe2τ(ϕ− α2e2τϕρρ)ρρρ = α2e2τ(2ϕρϕρρ + ϕϕρρρ).

(4.4)

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ñòàöèîíàðíî óðàâíåíèå, êîåòî çàâèñè ñàìî îò

ρ:

(ρ+ 2k + 3ϕ)ϕρ = 0. (4.5)

Óðàâíåíèå (4.5) èìà íåòðèâèàëíî ðåøåíèå

ϕ(ρ) = −1

3
(ρ+ 2k). (4.6)

Ñëåäîâàòåëíî, óðàâíåíèå (4.1) èìà ðåøåíèå îò âèäà

u(t, x) = −1

3

(
x

T − t
+ 2k

)
. (4.7)
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4.2 Äèíàìè÷íî ïîâåäåíèå

Ðàçãëåæäàìå ïåðòóðáàöèÿòà

u(t, x) = v(t, x) + u(t, x), (4.8)

êúäåòî u(t, x) = −1
3

(
x

T−t + 2k
)
å ðåøåíèåòî, íàìåðåíî â (4.7) íà óðàâ-

íåíèå (4.1).

Çàìåñòâàéêè (4.8) â (4.1), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî äèñèïàòèâíî êâà-

çèëèíåéíî óðàâíåíèå ñúñ ñèíãóëÿðíè êîåôèöèåíòè:

vt − α2vtxx − γα2vxxxxx +
(
γ + α2

3

(
x

T−t + 2k
))
vxxx

+ 2α2

3(T−t)vxx −
x

T−tvx −
1

T−tv

= α2(2vxvxx + vvxxx)− 3vvx, ∀(t, x) ∈ (0, T )× R,

(4.9)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå v(0, x) = v0(x) = u0(x) +
1
3

(
x
T + 2k

)
.

Â íîâèòå êîîðäèíàòè (4.3) óðàâíåíèå (4.9) äîáèâà âèäà

vτ − α2e2τvτρρ − 4α2

3 e
2τvρρ + e2τ

(
γ + 2α2

3 (k − ρ)
)
vρρρ

−α2γe4τvρρρρρ − v + 3vvρ = α2e2τ(2vρvρρ + vvρρρ).

(4.10)

×ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà v(τ, ρ0) = e−τv(τ, ρ), ρ0 := e−τρ, óðàâíåíèå

(4.10) ñå ñâåæäà äî

vτ −α2vτρ0ρ0 −
α2

3
vρ0ρ0 + e

−τ

(
γ(v − α2vρ0ρ0)ρ0ρ0ρ0 +

2α2

3
(k − ρ)vρ0ρ0ρ0

)
+α2ρ0vρ0ρ0ρ0 + (3v − ρ0)vρ0 = α2(2vρ0vρ0ρ0 + v vρ0ρ0ρ0).

Äà îòáåëåæèì, ÷å îïåðàòîðúò 1−α2∂ρ0ρ0 èìà ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå

p(x) = 1
2αe

−|ρ0α |.
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Îçíà÷àâàìå îïåðàòîðà (1 − α2∂ρ0ρ0)
1
2 ñ Λ, òîãàâà Λ−2v = p(ρ0) ∗ v

çà âñÿêî v ∈ L2.

Íåêà w(τ, ρ0) = v(τ, ρ0) − α2vρ0ρ0(τ, ρ0), òîãàâà v(τ, ρ0) = p ∗ w,
êúäåòî ρ0 ∈ R. Îñâåí òîâà, óðàâíåíèå (4.10) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî
äèñèïàòèâíî íåëîêàëíî óðàâíåíèå

wτ +
1
3w − e−τ

(
2k+eτρ0

3

)
wρ0 + γe−τwρ0ρ0ρ0 − 1

3(p ∗ w)

+e−τ
(
2(k−eτρ0)

3

)
(p ∗ w)ρ0 + 3(p ∗ w)(p ∗ w)ρ0

= 2(p ∗ w)ρ0(p ∗ w − w) + (p ∗ w)((p ∗ w)ρ0 − wρ0)

(4.11)

ñ íà÷àëíî óñëîâèå

w(0, ρ0) := w0(ρ0) = v0(ρ0)− α2vρ0ρ0(0, ρ0)

= u0(x)− α2uq0(x) +
1
3

(
x
T + 2k

) (4.12)

è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ

lim
|ρ0|→+∞

w(τ, ρ0) = 0, lim
|ρ0|→+∞

wρ0(τ, ρ0) = 0. (4.13)

Òóê èçïîëçâàìå, ÷å (p ∗ w)ρ0ρ0 = α−2(p ∗ w − w).

×ëåíúò 1
3w å äèñèïàòèâåí â óðàâíåíèå (4.11). Òîçè ÷ëåí íè äà-

âà âúçìîæíîñò äà íàïðàâèì ïðåäâàðèòåëíà îöåíêà íà ðåøåíèåòî íà

óðàâíåíèå (4.11).

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òîçè ïàðàãðàô å:

Òåîðåìà 14. Íåêà s > 4 å öÿëî ÷èñëî. Íåëèíåéíîòî óðàâíåíèå

(4.10) ñ íà÷àëíî óñëîâèå (4.12) è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ (4.13) èìà ãëî-

áàëíî ðåøåíèå v(τ, ρ) ∈ Hs. Îñâåí òîâà, àêî íà÷àëíîòî óñëîâèå
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∥v0∥Hs+1 < δ çà äîñòàòú÷íî ìàëêè δ > 0, òîãàâà

∥v∥Hs ≤ Cδe−2τ .
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Ñïðàâêà ïðèíîñè

Â äèñåðòàöèÿòà å èçñëåäâàíà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèÿ, îáîá-

ùàâàùè óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì è ïî ñïåöèàëíî - îáîáùåíîòî

óðàâíåíèå íà Äúëèí-Ãîòâàëä-Õîëì, b-óðàâíåíèåòî è õèïåðåëàñòè÷-

íîòî óðàâíåíèå íà ïðúò.

Èçñëåäâàíà å çàäà÷àòà íà Êîøè çà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà Äúëèí-

Ãîòâàëä-Õîëì. Íàìåðåíè ñà óñëîâèÿ çà íà÷àëíèòå äàííè, ïðè êîèòî

ðåøåíèÿòà èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå è óñëîâèÿ çà íà÷àëíèòå äàííè,

ïðè êîèòî ðåøåíèÿòà ñà ãëîáàëíè.

Çà b-óðàâíåíèåòî ñà íàìåðåíè óñëîâèÿ çà íà÷àëíèòå äàííè è ñà

ïîäîáðåíè ðåçóëòàòèòå çà áèôóðêàöèîííèÿ ïàðàìåòúð b, ïðè êîèòî

ðåøåíèÿòà èçáóõâàò çà êðàéíî âðåìå. Îïèñàíè ñà ðåøåíèÿòà ñ íà-

÷àëíî óñëîâèå ñ êîìïàêòåí íîñèòåë.

Êîíñòðóèðàíè ñà ÿâíè ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ è å èçñëåäâàíî óñòîé-

÷èâîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà îêîëî ÿâíèòå ñèíãóëÿðíè ðåøåíèÿ çà

b-óðàâíåíèåòî è õèïåðåëàñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà ïðúò.

Êîíñòðóèðàíè ñà ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ è å èçñëåäâàíî äèíàìè÷-

íîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíèÿòà, áëèçêè äî ñåáåïîäîáíèòå ðåøåíèÿ çà

ñòðîãî äèñïåðñèâíî íåëèíåéíî âúëíîâî óðàâíåíèå. Ðàçãëåäàíà å çà-

äà÷àòà íà Êîøè è å èçñëåäâàíà ãëîáàëíàòà äîáðà ïîñòàâåíîñò.
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Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàë äà èçðàçÿ ñâîÿòà áëàãîäàðíîñò è ïðèçíàòåëíîñò êúì ìî-

ÿò íàó÷åí ðúêîâîäèòåë ïðîô. ä.ì.í. Ñåâäæàí Àõìåäîâ Õàêêúåâ çà

ñúâìåñòíàòà ðàáîòà, ñúäåéñòâèåòî è îòçèâ÷èâîñòòà ìó, èíòåðåñà è

âíèìàíèåòî êúì ìîÿòà ðàáîòà.

Áëàãîäàðåí ñúì íà êîëåãèòå ìè îò êàòåäðà Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ

êúì Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Øóìåíñêèÿ óíè-

âåðñèòåò çà ïîäêðåïàòà è îêàçàíàòà ïîìîù.
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